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Vorstudien zur Tqpologie. 

Von 

Jrohanii B^nedlei WAttting. 

(Mit ^gedruckten HölzaohnittdD.) 

J5ei der Betracbtung r^innlicher Gebilde kbnnen zwei allge* 
ineiiie Gesichtspunkte oder Kätejgorien u&tersehieden werden, , 
nSmlich Se Quantität Und die 'Modalitat. Die Ontersuchungen | 
der Geometrie in ihrer heutigen Ausbildung, so verschieden 
sie auejb ihrem Gegenstande wie ihrer Methode nach sein 
mögen , haben disr ersteren dieser Kategorien immer den 
Vorrang gelassen titid difemgetnäfs ist die Oeometrie von je^* 
her als ein Theil der Grbfsenwisseni^chaft oder der Mathe- 
matik betrachtet worden, wie sich denn auch ihr Namemit^.'^ 
Recht auf den Begriflf des Messens beruft. Der zweif|B^|^/>. 
sichtspunt^t , die Modalität oder die Berücksichtigung. a>'^\ 
auf Lage und Aufeinanderlblg« bezüglichen Fragen ist in:t|fppl\ 
Geometrie meist nur in sofern in den Vordergrund getrefot> 
als es ihr gelungen ist, diese Kategorie auf die der Gr^sr 
zurückzufuhren oder mit ihr zu verschwistern. Die Coordi- 
natenmethode und die aus ihr erwachsene analytische Geo^ 
metrie, so wie die Anwendung imaginärer und complexer 
Gröfsen auf geometrische Betrachtungen sind hierfür selbst* 



\ 



redende Beispiele. Aber auch in der Geometrie der Alten 
und den neueren in gleichem Sinne gepflogenen Fortschrit- 
ten j so wie in der sogenannten descriptiven Geometrie , wo 
man sich ohne Beihülfe des analytischen Calculs hlofs auf 
dem Felde räumlicher Intuition bewegt , ist die Berücksichti- 
gung modaler Verhältnisse nicht zu einem abgegrenzten und 
ausschliefslichen Gegenstand der Beschäftigung gei;nacht wor- 
den y sondern meist in den Operationen mit räumlichen 
Gröfsen implicirt oder gewissermafsen von ihnen getragen. 

Die. erste Idee einer wissenschaftlichen und gleichsam 
calculatorischen Bearbeitung der modalen Seite der Geome- 
trie dürfte in gelegentlichen Aeufserungen von Leibniz ge- 
funden werden , in welchen von einer Art Algorithmus die 
Rede ist; womit man die Lag^ r^^mlicbar Gebilde eben so 
der Analyse unterwerfen müfste , wie es hinsichtlich der 
Gröfse mittelst der Algebra geschieht i). Doch ist eine 
später bekannt gewordene , von Leibniz selbst herrührende 
Probe seiner ueticn gieometripche^i Gharacteristik , die zu- 
nächst auf deii B^rtff der Congruexiz gerundet ist, Qicht 
eigentlich modalen Inhalts* Auch kann die an äief6.L,eib- 




^) 'Leibniz schreibt in einem Briefe y. J. 1679 an HuyghenB: ^,niais 
apres itouslesiprogres que j'ay faits en ces matieres, je he suis pas 
encoi; content de TAlgebre, en ce qu'elle, <|pfe donne ny les plus courtes 
voyes, ny les plus belles copstructions de Geometrie. C'est pourquoy 
lorsqu'il s'agit de cela, je croy qu'il nous faut encor une autre ana- 
|v•*f^ j|£oprement geometrique ou lineaire qui nous exprime directement 
comme TAlgebre exprime magnitudinem. Et je croy d'en 
oiif^ moyen et qu'on pourrait representer des figures et mesme des 
Ines et mouvemens en caracteres, comme TAlgebre repreaente les 
bres oq grandeurs : et je vous envoye un essay qui me paroist 
tsiderable." Siebe: Cbristiani Hugenii aliorumque seculi XVll 
rorum, celebrium exercitationes mathematicae et philosopbicae , ex 
anuscriptis in bibliotheca academiae Lugduno- Batavae servatis edidit 
P. J. Uylenbroek. fasc. I. pag. 9. — In fasc. 11. pag. 6. findet sich 
die Mittheilung des in Huyghens' Nachlasse aufgefundenen Versuchs 
von Leibniz. . .. 



nizisbhe^^iednten angeknüpflte neue geom^triscbe Asüalyse von 
Grafstdann nuiP) me der .baryoentrisete GMcal voh Möbiue, 
als 6toe Rerei<3herti% der elgeiitliefaeB Geometrib angescifaea 
weli^^n, und daäSiS/lbe gilt von der g^om^ie de pösitioü 
voi^ Carddf;; welefae sich an die durch Monge ausgebildete 
g^m^lri^ deseriptive ansehliefet. Dagegen steht dfie bekannte 
Au%abe des sogenannten Rösselsprungs , welche schon von 
Eulet utid s|>äter von Andern wissenschaftlich gelöst wor- 
den y in näherer Yerwandtsehafl mit der Geometriö der 
Lage, und die von Vandermonde in seinen „remarques 
stir les probl^mes de Situation''^) an diese Aufgabe g^mtl^- 
ten Benierkung(^n über den Weg, den ein Faden geführt 
i^ek^den mufs, um z. Bi ane Tresse oder die Masclmi eineis 
Struinpfgewebes darzustellen , sind ganz hierher zu zählen^ 
Ebenso ein von Glausen inden Astronomischen Naohnchten 
Nr. 494 (ohne Beweis) erwähnter Satz. 

Diefs wenige hier Angefahrte abgerechnet, erwartet also 
die niodak SeHe der Geometrie ihre Bearbeitung und Auabil^ 
düng fast gans von der ZufeHbft. Das Befremdende, dafs seit 
der ersten Anregung durch Leibniz zur Zeit noch niel^t mehr 
in diesem ^^weige des Wissens jgeschehen . ist ^ erklärt sich' 
eintgerma&en aus der Schwierigkeit der Aufiädung wit'ksa^ 
roer und zweckmilfsiger Methoden, räümKehe Iniuitioneiif auf 
Begriffe' zürbeküiführen , und aus der Unzul^hglioUeit dei^ 
Sprache für die wissenschaftliche Bezeicimung der Begriffe, 
in denen das zu bearbeitende Material o£t bedeutende Ver-» 
iwickekmlgen darbietet. Bei dftern Gelegenheiten duroh^ den 
grö£ite& Geometer der Gegenwart auf die Wichtigkeit des 
Gegehstsmdes' aufmerksam geworden, habe, ich mich seit 
längerer Zeit versohiedentlich in dei* Analyse einzelner hier* 
her gehöriger Fälle • versucht , zu denen die Naturwissehi* 
Schäften und. ihre: Anwendungen vielfache' Veranlassung dar- 
bieten, und indem ich es wage, schon jetzt, noch bevor 



*) Histoire de l'Acad. roy. des sciences ann^e 197L pag. 566^ 
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diese BeirachtüDgeB Anspruch auf slreng «mflScsisdiaftfiche 
Form uQd>Meytode oa^dieti können > Einiges. da¥on als Vor« 
Studien zu der neuen Wissens^iaft mitzulbeildnvkaDnf meine 
Absieht w(ur dwauf gerichtel sein, intm^Sdeutis^hien Rudi- 
meüteüy Bei^>ielen und Materialien auf die MibgtiK^li^ und 
die Bedeutong dieser Wissenschaft aufmerksam zu matcben. 
Es mag ei:laul;>t seto, ' jdUr diese Art Untersndtuagen 
I räumliober Gebäde desi Nam^ ^Topolcgiö^' zu gelp^auejien 
slatt di^ von Leibuiz vorgeschlagenen Benemung „gfioroetna 
situs'^^ welch« an den Begriff, dess Mafses, <l0r : hier ganz 
unlergeardnei ist, erinnert, und mit dem bereits .fUr eine 
andere Art geometrischer Beti:9chiiiiigQn gebräuphJlich gewor- 
denen Namen y^om^e de Position^' CoJUdirt. Unj^ der 
Topologie soH also- die l^re von den modalen Verhält^ 
nissen rBumlieber- Gebildis verstanden werden, oder von den 
Gesetzen des Zusammenhangs ,: der gegenseitigen Lage und 
der AufeinafideHol^e von Punkten ^ Linii^, Flächen, Kör- 
pern Uüd ihren Theilen oder ihren Aggregaten ifti JELaume, 
abgesdien von.den Mafe- und Grbben Verhältnissen» Durch 
den Begriff der Aufeinanderfolge^ der mit dem der Bewe- 
gung inähe verwandt ist, tritt die Topologie zur Mechanik 
in libaliGhe Bezidiungi wie zur Geometrie, wobei natürlich 
Wiederum die Gefrcbwindigkeit fdrtschreiteiider oder die Win- 
kelgeschwindigkeit drehender Bewegung , defsgteidien Masse, 
BewegUDgs^r&fse, Kräfle oder Momaokte ihrer Quantität nach 
nicht in Wesentüichen Betracht kommen f sondern nur die 
modalen Beziehungen zwischen beweglichen, oder bewegten 
i^f^AM Gebilden im Räume. Die Topologie . wird , um den Rang 
einer exacten Wissenschaft zu erreichen , zu dem sie beru- 
fen scheint, :die^ Thatsachen der räumlichen Anschauung auf 
midgUriist ehifache Begriffe zurückführen müssen, mit wel- 
. eben sie unter Belhillfe geeigneter, den mathematischen ana- 
log gewählter Bezeichnungen und Symbole die vorkommen- 
den Operationen nach einfachen Regeln , gleichsam rech- 
nend, vollzieht. 



Von der Position. 

iäh beginne 'mit etiler etnfadieD^ der GoihlMn^lipnBlehre 
analogen ,; Tosberettendei:!. BetracbUing y die sich > an das 
Schema der di^ei Dimensionen d&s Baums anlehnCi Jeder 
räqmliohe Gegenstand k^nn mit drei in .seinem limem siqb I 
rechtwinklig krj^usenden JLini^n ausgerUs^t w^rdcip, nach v 
denen wir; seine Dimensiii^nen ppd Seiten von einm^^ un^ 
ierßc)ieiden. In /M:»ncreten Fällen sind. yi^lerlei Benennungen 
fUr di^se Dimennonen. ond Seiten üblich, deren , Beaphtui^ 
mehr ffXr die Tnpc^ogie ^{s für die Geome^ie V9n .biterps3e 
seiD ki^Q. Ftlr den unbfgren^eten Raum ^n irgend einem 
Platze; auf der ^rde bietet sich am natürlichsten, die I;otblh 
nie mit den beiden entgegengesetzten Richtungen Oben vnd 
Unten, die (horizontale). MittagsUnie mit Süd und Nx>rd i), 
und die zu beiden rechtwiii^ge Horizontallinie mit West 
und Ost dar; an eii^^m Hause die Hühendimension mit 
Oben \ind Upteni die Länge mit Becbts und Links,., di^i 
Tiefe mit Vom und Hinten; am menschlichen Kiirper Oben 
und Unten ^, Vom und Hinten , Rechts und Links, u. s. w. 
Bezeichnen wir den Kreuzungspunkt durch 0, und drei auf 
den drei Dimensionsaxen beliebig gewählte Punkte durch 
die Ordnungszahlen 1,2,3, — ohne ausdrückliches Vor- 
zeichen als positiv betrachtet — und drei auf entgegenge- 
setzter Seite des Nullpunkts auf den Axen gewählte Punkte 
durch die (negativen) Zahlen 1, 2, 3 so, diafs gleichwerthige 
entgegengesetzte Zahlzeichen je einer Axe angehören , so 
bezeichnen 1 und 1 die entgegengesetzten Seiten der er- 
sten Dimension, und ebenso 02 und 0^ die der zweiten, 
03 und 03 die der dritten. An einem gewöhnlichen Spiel- 



*) Nur unter den beiden geographischen Polen wUrde die Be- 
stimmtheit der vier Himmelsgegenden wegfallen , und die beiden Hori- 
zontalliofen mUfsten nach beliebig gewäbften terrestrischen Objecten 
festgelegt werden. 
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Würfel z. B. (der in ji/dr Begel die Nummera von 1 bis 6 
auf seinen Flächen so vertbeilt trägt, dafs die Summe je 
zweim*^egenUberIiegionder 7 ausmaobl) deidien wir -in sei- 
ner MiUe^liegend, auf sdhen Flädiki aberijtati der Augen*- 
aiUen Eins', Zwei, Drei, Vier, FUfif, Sechs bisziidihingswAe 
die ZiffetYi^ 1^ 2,3, 8 ; 2, T angemerkt. Zwei auf diese 
Welse difit' ihren Üimensionszeicheh Versehene körper :4 und 
B kdnü^-nün in äolche ^teliutogen neben oder in einander 
ver^kM^'v^erdeti y ääsi jedt der dröiAicefa'^ des einen mit 
emer'dör'dt^eiÄxen- des andern glefcbgeritbtet ist Solche 
Stellungen'- «flögen (im engerh Sinnfe d^ Werls) Positionen 
heifisen,' und wir nehmen hierbei,' fallis 'dieAxen- nicht in 
eihatidek» feB^n, auf 'die Lage d^r die 'Nuriputakfe^vertjinden- 
Aeilk gieraden Liuie> geigen die Axeiir eben so wen^ Rücksicht 
als äiuf die Gröfse dieser Distanzliaie. Die Positioü von B 
gegen A werde bezeichnet durch pos {A)B, sowie die von 
A 'gegen B durch pos(B)il. Die topölogische Bestimmung 
einer Position von B zu Ä geschieht mitteilst ehiet aus den 
drei Ziffern 1,2, 3 in irgend welcher Ordnuog und mit ir- 
gend' welchen Vorzeichen bestehenden Form, in der die drei 
Ziffern der Ordnung na6h diejenigen drei Seiten vön B an- 
geben, welche mit den Seiten 1, 2, 3 von .^ gleichgerichtet 
sind öder conspiriren. Wenn alSo z. B. die Position ' 

pos(4)B = 231' ' /. . 

gegeben wäre, so stände ß zu A in solcher Stellung, dafs 
die Seiten 2, 3, 1 voq B beziehungsweise mit 1, 2^,3 von 
A übereinstimmen. Bei jeder Position können die ; drei 
Ziffern der Form 12 3 als Indices pder Stellennummern 
betrachtet werden. 

Es ist einleuchtend , dafs alle möglichen Positionen eines 
Körpers B zu einem andern A in den 48 Formen vorkom- 
men müssen, welche man durch Stellen- und Zeichenwech- 
sel permutatorisch bilden kann, i|nd welche; in folgender 
Zusammenstellung enthalten sind : 



12 3 


23 1 


3 12 


321 


213 


Tli 


12 3 


2 3 r 


3 12 


32 1 


2 1 3 


13 2 


12 3 


2 3"l 


3 12 


3 2 1 


2 t3 


.13 2 


1 2 3 


2 3 1 


3l 2 


3 2 1, 


2 13 


1 3"^ 


I 2 3 


2 3 1 


31 2 


3 2 1 


2:1 3 


13 2 


12 3 


2 51 


3 12 


3 2 1 


2 IW 


1^2 


12 3 


23 1 


3T 2 


3 2 T 


2 13 


13 2 


1 2 3 


2 3l 


3 12 


3 2 1 


2'r3 ■ 


f 3 2 



Bei der wirklichen Effectuirung aller ' PositioUeü , in 
welche zwei Körper, nachdem die positorisbhfen Axeh in 
ihnen festgelegt ^ind, gebracht werden können , zeigt sich 
nun, dafe entweder nur die oberen 24, oder hur die 
; unteren 24 Formen realisirbar sind. Biedeütet nämlich c 
[ eine der beiden Ziffern 3 und 3 , ühd bringen wir zwei 
Kl^rper in die Position l 2 c, so bleibt zwischen den beiden 
Wertheh für c nur so länge die Wahl, als wir uns erlau- 
ben , an einem beider Körper 3 mit 3 zu vertauschen oder 
seine dritte Axe in ihm, selbst umzukehren. Welchen 
Werth also in der Positionsform 12c die dritte Stelle c an- 
nehmen werde , hängt demnach von der gegenseitigen Lage 
der vier Punkte 0, 1, 2, 3 in jedem der beiden Körper 
ab. Denken wir uns am Orte des Nullpunkts ein menschli- 
ches Individuum, mit dem Scheitel nach dem Punkte, I, 
mit dem Gesicht nach dem Punkte 2 gerichtet, so liegt der 
Punkt 3 entweder auf der rechten oder auf der linken Seite. » 
Die gegenseitige Lage der drei Positionsaxen heifse, im Falle 
3 rechts liegt, eine rechte, falls 3 links liegt, eine linke 
Axenstellung ; zwei rechte oder zwei linke Axenstellüngen 
heifsen homolog; eine rechte und eine, linke heteralog. 
Die rQcbte Axenstellm:^ ist homolog mit derjenigen, welohe 
wir erhalten , wenn wir an einen Standpunkt auf der 



m 

Er^ej 1 an das Zen^, 2 naeh .Süden , .3. nach Weateo 
setzen ; die lifike mit d^r, wo ic^ der Sonne , 1 am Nord- 
pol der Ekliptik, 2 im Nullpunkt des Widders, 3 im Null- 
punkt des Krebses liegt. Setzen wir bei MünzstUcken mit 
Rafa'dschrift 'und' von gleicher Sorte i auf die Bildseite, 2 
und 3 auf den Rand so , dafs die Schrift in der Richtung 
2, 3,^2, 3 'läuft, so erhalten wir selbst an Stücken von 
ednerlei Jahrgang veräcbiedentlicb bald reditä , bald linke 
Axanstellungei^ ^} ; defegleiofaen bei Spielwürfdo , wenn man 
Sfie. in der oben erwäl^nt^n Weise beziflFert. 

Wir können also nunmehr sagen : zwei Körper lassen 
immer »ur 24 Positionen.. zu, und xwai? diej in ^er ersten 
Abtheilun^ der vobigen Zusammenstellung enthaltenen , wenn 
ihre Axenslellupgen homolog .sind, die der zweiten Abthei- 
lung, wenn sie heterologe Axenstellun^en Ijiaben. Die ersten 
24 Positionen nennen wir positiv, die letzten 24 negativ. 
Für, jene ist 1 2 3; fj^r diese 12 3 als Primärppsition zu be- 
trachten,^ Die einzelnen Formen in obiger Zusammenstellung 
sind so geordnet , dafs jeder positiven Position der pbern 
Abtheilung , eine negative an entsprephendem Platze der 
untern Abtheilung correspopdirt , die aus ihr durch den 
Wechsel aller di*6i Zeichen entsteht. Beide Abtheilungen 
zusammen zerfallen in sechs Coluronen, deren jede acht 
Positionen , vier positive und vier negative , enthält, welche 
sich nur durch die Zeichen ihrer Glieder unterscheiden. Die 
Ordnung der drei Glieder in den Positionen der drei ersten 
Columnen,- wo die Aufeinanderfolge dem Schema 1,2,3, 1, 2 
entspricht, mag die steigende, die in den drei letzten 
Columnen, nach dem Schema 3, 2, 1,3, 2, die fallende 



') Diefs kann natürlich nur der Fall sein, wo, wie gewöhnlich,, 
zwischen dem Rändeln und Prägen die MünzstUcke ihre übereinstim- 
mende Lage einbursen können , nicht aber , wo beide Proceduren 
gleichzeitig geschehen; wie bei der 'Droz'schen Einnchtung des Präg- 
werks. 



Ordnung 'heftsen. In den ersten 12 positiven und den lefb^ 
ten 12 negativen Positionen findet sich eine gerade ZdU 
(0 oder 2) negativer Glieder, bei den übrigeif eine ungerade 
Anzahl (i oder 3). 

Nach diesen Bemerkungen ersiebt man leicht, dafs jede 
gegebene Position durch den Zeichenwechsel eines oder 
dreier ihrer (Nieder ihr- eigene^ Zeichen ändert (d. i. negativ 
wird, wenn sie positiv war ^ oder umgekehrt), durch zwei 
Zeichenwechsel aber ihr Yorzeiohien b^adt, ^3txkA femetry däfs 
die Permutation der Vorzeichen ohne Einflufs ist auf d^ 
Vorzeichen der Position, die Permutation der Glieder aber 
nur so lange ohne diesen Einflufs bleibt^ a)$ die Ordnung 
nicht in die enigegengesetzte verkehrt wird. Da sich, nun 
jede gegebene Positionsform durch Zeichenwechsel und Glie- 
derversetzung aus di^r positiven lH*imätpösiti6n ableiten läfst, 
so ist öS leiciit, zu erkennen, ob sie positiv öder negiativ 
ist -^ versteht* slöh ohne Beihülfe der obigen Tabelle oder 
einer intuitiven Probe. So mufs z. B. die Position 13 2 we- 
gen fallender Ordnung und ungerader Zahl negativer Glie- 
der, so wiö 2 3 1 'wegen sCeigender Ordnung und zweier 
Minuszeichen positiv sein; 2 1 3 aber wegen fallender Ord- 
nung ohne Äfinuszeicben, und 3 12 mit steigendier Ord- 
nung und dreimaligem Minus sind negative iPositionen. Eben 
so leicht läfst sich in einer Positionsform a b c , in welcher 
zwei Glieder und das Vorzeichen der Position, gegeben ist, 
das dritte Glied finden. Sollen z. B. zwei Körper, beide 
mit linker Äxenstellung , in der Position 3i»2.stehea, so 
wird, weil die Qrdoung steigend und die Position positiv 
sein mu^, b^=h 

Eine gegebene Position von £ zu A invertiren heilst 
aus ihr ^ Position von i4 zu B ableiten. Diefs gesobiefat, 
indem man die • Glieder der gegebenen Position mit* ihren 
(der po8itfve&' Prittiärposüfon entsprechenden) Indices ver- 
tausoht, vorkofiiiiiende Minuszeichen von den neuen Itidices 
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auf die zu^diörigen uejuen G^der überti^gt ttadtdieae i^di 
^^ Indices ordoiet.: ■ ' ., . . . 

Soll z. B. invörtirt werden 

. : ._ pos{A)B = 231 ■ * \ /' ', ■ 
3P hat man statt des an dritter Stelle stehenden Gliedes 1 
in €ir3ter Stella 3 > statt; des in erster ßtelle stehend^in Glie- 
des 2- in: zweiter Stelle 1 und .statt. des an zweiter S^lle 
stehenden Gliedes. 3. im • dritter Stelle 2 zu setzen, und! er- 
häU somit 

• ■' ■'• • •'' ' posiB):Ä =-3 r2- 

Auf dieselbe Weise würde natürlich aus dieser invertir- 
ten Position wiederum die gegebene durch Inversion folgen. 

. ^ Aus dem .Begriff der, Inversion ergibt; siidi , dafs die in*- 
yertirto Position : mit der ursprünglichen gleiches Vorzeichen 
und gleiche Anzahl von< Minuszfsichen > in ihrer Form, somit 
also auch gleiche Ordnung in der Aufeinanderfolge ihrer 
Glieder haben myfs. , 

Manche Positionen ändern durch Inversion ihre Form 
nicht, wie diefs z. B. bei der positiven Primärposition 123 
der Fall ist, da jeder Körper mit sich selbst in dieser Posi- 
tion steht , und drücken also das gleiche gegenseitige Posi- 
tionsyerhältnifs zweier Körper aus.. Aus dem . Begriff der 
Inversion ergeben sich (Jie Bedingungen , unter welchen eine 
Positjon durch Inversion ungeändert bleibt oder reciprok 
ist. In der ersten Columne der obijgen 48 Positionen sind 
alle Glieder mit ihi^en Indices gleichlautend, wie in der Pri- 
märpdsition, und hier mufs also bei der Inversion jedes 
Glied mit seinem Vorzeichen an seiner Stelle verWeibeHi. In 
beiden Abtheilungen siiid somit 9}le 4 Positiolnen der ersten 
Golumne reciprok. In der viarteu, fünften und . sechsten 
Golumne erscheint in jeder Form nur ein, GliM nui seinem 
li^dex gleioUaMtepd , und diefs behält also s«fiuat seinem 
Yoiif (Sieben die. vorige Stelle; diebeideci «Adern Glieder mit 
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veriauschfea loAces aber werden bei der iDversiön nur 
dann wieder an derselben. Stelle und ebne Zeichenänderung 
auftreten, wenn sie gleiche Vorzeichen haben. In beiden 
Abtheilungen also finden sich unter den vier Positionen je- 
der der drei letzten Columnen nur zwei reciproke. In der 
zweiten und dritten Golumne endlich, wo kein Glied mit 
seinem Index gleichlautet, kann sieb keine reciproke Posi- 
tion vorfinden. Es gibt demnach überhaupt 20 reciproke 
Positionen und zwar 

z<;hn positive reciproke Positionen : 
12 3,-. 

12 3 3 2 1 2 13 13 2 

r2 3 3 2^1 2 13 13 2 

12 3 

zehn negative reciproke Positionen: 

T2 3 

12 3 3 2 1 2 13 13 2 

12 3 3 2 1 ^13 13 2 

12 3 , 

Die Übrigen 14 nicht reciproken Positionen jeder Ab- 
theilung , so gruppirt wie sie durch Inversion mit einander 
zusammenhängen, sind 

sieben Paare positiver Positionen: 
2 3 1 3 12 

2 IT 3 12 

2 3 1 31 2 

2 3 1 3 12 

3 2 13 2 1 
2 13 2 13 
13 2 13 2 
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siebe» Paare aegaliver Posiiiotient ^ 

iBl 3 12 

2 3 1 3 f i 

2 3 1 3 4 2 

2 31 3 12 

3 2 13*1 
2 13 2 13 
T 3 2 13 2 

Aufefüätiderfolgende oder cötisecütive Positionen sind 
solche, welche für eine Reihe von Körpern il,.B, C, . . . 
die Stellung des zweiien zum ersten , des dritten zum zwei- 
ten , des vierten zum dritten u. s. w. ausdrücken. Gonse- 
cutiv sind also die Positionen p08[A)By pos. (B)C, pos(C)D; 
und wenn pos (B) C == 1 2 3 , als6 B und C positioneli ein- 
ander gleiob «md , aüeb (fie Positionen pos (il)'fi und pos(C)D. 
Es ist klar , dafs durch jede Invertirung consecutive Positio- 
nen entstehen. Haben zwei nicht consecutive Positionen ein 
Element gemeinschaftlich oder (was auf dasselbe hinausläuft) 
steht ein Element der einen tnit einem der andern in der 
positiven Primärposition, so lassen sie sich durch Ordnen 
oder Invertiren copsecutiv machen. So folgen z. B. aus 
den Positionen pos (B) C, pos (A) B durch blofse Umkehrung 
ihrer Aufeinanderfolge oder durch Invertirung beider die 
consecutiven Positionen pos [A) B , pos (B) C oder pos (C) B, 
pos(B)/l; die Positionen pbs(D)J$, pos(F)£, werden con- 
secutiv durch Invertirung der zweiten; .pos(G)fl, pos{G)liL 
durch Invertirung der ersten. 

Die Summirung consecutiver Positionen besteht in der 
Herleitung einer Position des letzten Elementes zum ersten 
in der Reihe , auf welche sich die gegebenen Positionen be- 
ziehen. Die Summe von pos [A) B , pös (B) C , pos (C) D, 
pos(D)£ wird also pos(/l)£ sein, was symbolisch so aus- 
gedrückt werden kann ; 



. • posüi«« + (e)C.+ (C) D + mEi ^. PPS i4)B. ..i 
Insofern nur conseculive Positionen^ eijier SUttimiriiDg föhig 
sind , hat der Ausdruck 

pos\{4)B+{C)D+(B}Fy^ pos[A)F- • 

nur dann Bedeutung, wenn pos (B)C =^- pos(D)E = 123, 
und in der Reibe A, B,C, D, Ej F das zweite und dritte 
Element so wie das vierte und fünfte positioneil identisch 
sind.. Kommt also in einer beliebigen Zahl consecutiver Po* 
sitionen die positive Primärposition vor, so kann dieselbe je- 
desmal ohne Wirkung auf die Summe aus der Reibe w^egge- 
lassen werden. Sollen Positionen, die durch ihre Formen ge- 
geben sind , summirt werden , so ist in dieser Forderung die 
Voraussetzung involvirt, dafs die Positionen consecutiv seien. 

. Die Evaluirung der Summe consecutiver, durch ihre 
Formen gegebener Positibnen geschiebt durch dreifaches 
Durchsdhreiten der Formglieder j wobei man dm bequemsten 
die Formen unter einander setzt. vMan sieht vorläufig von 
allen Minuszeichen ab, und findet da» drste Glied der Sum- 
me iil denljenigeh Glied d0r letzten Position, zu welchem 
man gelangt, wenn man vom ersten Glied der ersten Po- 
sition ausgehend successive die folgenden. Positionen so 
durchläuft, dafs man bei jedem Schritt zu demjenigen Gliede 
der folgenden Form übergeht, dessen Index mit dem durch- 
laufenen Gliede der vorhergehenden Form glei^^blautet. . Das 
Zeichen ist positiv bei g^ader, negativ b^i ungerader An-* 
zahl dureUaufener IGnuszeichem, Ebenso findet m^n das 
zweite' Glied 4er Sumtne, weoB mto ypm asweiten, und 
das dritte, wenn man vom. dritten Gliede der ersten Position 
ausgeht. Reiapiel' . _ 

pos (il)B = 3 2 j. 

pos {B)C =c= .1 3.2 

pos {QD = 213. - \. s 

pos (I»£ = 3l 2 ., ■ ; . 

Santma pos {A)E » 3 2 I 



I« 



Die Schritte beitsen fUr's erste Gli^d: d, 2, ly 3 (gibt 3), 
flir's zweite Glied: 2; 3, 3, 2 (gibt 2), fttr's dpftte^ied: 
1,1,2,1 (gibt 1). Aus dem Begriffe des Zusammenfassens 
consecutiver Positionen folgt von selbst, dafs das Vorzeichen 
der Summe aus den Vorzeichen der Summanden in gleicher 
Weise resultirt , wie bei den einzelnen Gliedern , und in der 
Tbat ist in. dem angeführten Beispiele, wo die dritte Form 
positiv, die drei übrigen negativ waren, eine negative 
Summe hervorgegangen. 

Ein zweites Beispiel sei folgendes: 

pos(JS;jF=2 3 1 + 
(F)G = 3 2 1 — 

(G)H = I 3 2 — } pQS (E)ä: = 2 3.1 — 
(fl)I = 2 sT + 
(Z)-?t = 2 3 I- 
(^)L = 23 1 + 
(Z<)ilf«=2 3 1 — 

(af)iV=l 3 2 + ).pös (Ä)P.= 3 12 + 
(W)0 = 3 2 1 + 
{0)9=2 3 1 — 



Summa pos (E)P == 1 2 3 — 

Die jeder Form angefügten Plus* und Minuszeidien ge- 
ben an , welcher Art die Position ist. Die Summe mufste 
eine negative Position werden. Die beiden Partiateummen 
von je 5 Positionen geben summirl dasselbe Resultat. 

Eine gegebene Position mit ihrer invertirten in eine 
Summe ver^einigt, mufs offenbar die positive Phmärposition 
geben, als in welcher jeder Körper zu sich selbst steht. 
War die Position eine reciproke , so ist sie dadurdh verdop- 
pelt worden. Ebenso können Positionen verdrei- oder ver- 
vielfacht werden. Das n fache ein^ positiven Position ist 
stets eine positive Position, das n fache einer negativen ist 
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negativ, vfemi n ungerade , posHiv^ wenn n g^ade ist 
Hat loan fiisQ eine Reibe. vcm ElemeotNi. A , B, Cj D, * . . 
welche conseoutiv in derselben Posttion steb^, ae. sind 
alle positiQmll identisch in dem einaigen F^e, wo die ge- 
meinscbaflUche Position dm positive primäre 1 2 3 ist Falls 
aber die. gemeinschaftliQhe PositioQ eine der übrigen 19 
reciprokßo Positionen ist, stefaea alle ungeraden Elemente 
J, C, £y ... untereinander einerseits; und alle geraden 
B, Df P, ... untereinander andrerseits in der positiven 
Primärposition. Die Übrigen 28 Positionen sind hinsichtiich 
derjenigen Multiple, welche der positiven Primärposition 
gleichicommen , anders und uater sich verschieden beschaf- 
fen. Nämlich 

erstens die acht positiven Positionen 

2 3 1, 3 12 

2 3 1 3 1 2 

2 3l 3 12 

2 3 1 3 12 

geben jede verdreifacht 12 3. Ist also eine dieser acht 
Positionen consecutiv der ganzen Reihe von Elementen 
Ay B, C, D, . . . gemeinschaftlich, so ist das vierte, sie- 
bente , zehnte , u« s. w. mit dem ersten Elemente positionell 
orientirt, ebenso das fünfte, achte, elfte u. s. w. mit dem 
zweiten, und das sechste, neunte, zwölfte u. s.w. mit dem 
dritten. 

Zweitens die aeht negativen Positionen 

^31 312 

2 3 1 3T2 

2 3 1 3 12 

2 3 1 3 12 

geben jede verdreifaobt 12 3, verseobsfeobt 123. Stehen 
also alle Glieder der Rettie il ^ fi , C , u. s. w. , welehe in 
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diesem Falle abwediselnd rechte ufid linke AxekisteHtmgen 
haben müssen, coBseenliv In einer dieser acht Fo^Monen, 
Bo steht das vierte) tsehnte » sechzehnte n. s. w. m!t dem 
ervten^ das fünfte, (dfie, siedbzehnte u. s. w. mit dem zwei^ 
ten und das sechste, zwölfte, achtzehnte u. s* w. mit dem 
dritten in der negativen Primgrpositicn , hingegen das sie- 
bente, dreizehnte, nemaebnte u. s. w. mit dem ersten, das 
achte ; vierzehnte, zwanzigste u. s. w. mit dem zweiten , das 
neunte, fünfzehnte ^ envundzwanzigste u. s.w. mit dem drit« 
ten in der positiven Gnmdpoiition 123. 

Drittens die sechs positiven Positionen 
3 2 1 3 2 I 

2 13 2l 3 
13 2 13 2 

so wie die sechs negativen Positionen 

3 2 1 3 2 1 
2 13 2 13 
13 2 13 2 

führen durch Verdoppelung auf positive reciproke Positionen, 
nämlich das erste , zweite , dritte Paar in beiden Gruppen 
bezüglich auf 

i 2 3 
I 23 
12 3 

und mithin durch Vervierfacbung auf die positive Grundpo- 
sition. Hier ist also je das vierte folgende Glied mit dem 
Anfangsgliede positioneli orientirt. — 

^^ Als Beispiel der Anwendung dieser Betrachtungen über 

die Positionen mögen die Lagenverhältnisse zwischen Objecten 
und ihren katoptrischen oder dioptriscfaen Bildern dienen. 

yi In dem einfachsten Falle, wo von einem körperliehen 

Objecte vor einem Planspiegel ein ebenfalls körperliches 
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virtueHes BUd hmter dem Spiegel entsteht , welches dem 
Obj«ote in «Uen Dtmensidnen nach bekannter Weise geome- 
trisch gleioli und our topologisch von demsetben verscbie" 
den ist, legen wift* im Objeete eine der drei positoriscfaen 
Axen in dte fiiebtUDg der Spiegelnormale, die beiden an- 
dern also mit' dek* Spiegelebene gleichlaufönd. Dann findet 
sich in pos (ii)B; wenn Ä das Objeet und B sein Spiegel- 
tnld bedeutet y nur diejenige Axe, weldie zur Spiegelfläche 
normal steht > umgelegt oder mit dem Minuszeichen an ihrer 
Stelle behaftet, wdhrefid die bdden andern, wie in der 
posMiven PrimärpoaitioQ in Bild und Objeet conspirlren. Die 
Position po8(i|)£ hat demnach eine der drei Formen 

12 3 
12 3 
12 3 

jenachdem die erste, oder die zweite, oder die dritte Axe 
zum Spiegel noriHal steht. Diese Position ist also jedenfalls 
negativ tmd beruht somit auf heterologen Axenstellungen in 
Objeet und zügehörigem Spiegelbilde. 

Unser Ebenbild, welches wir in einem Planspiegel er- 
blicken , hat linke Axenstellung , wenn wir uns selbst mit 
rechter Axenstelhing — ^ oben 1 , vorn 2 , rechts 3 — ver- 
sehen denken. Ein über oder unter uns befindlicher Spie- 
gel gibt diesem Bilde zu unserm eigenen Körper die Position 
1 2 3 , ein vor oder hinter uns stehender 12 3, ein rechts 

oder links stehender 12 3. Der Planspiegel kehrt bei der 
Zusammensetzung seiner Bilder aus den Bestandtheilen des zu 
copirenden Gegenstandes jederzeit diejenige Dimension um, 
welche zur Spiegelfläche normal geri<^tet ist. Es entsteht 
dadurch ein Bildkörper, der mit dem Originalkörper wegen 
der heterologen Axenstellung trotz der geometrischen lieber- 
einstimraung nicht positioneil orientirt oder zur Congruenz ge- 
bracht werden kann. Abgesehen von den geometriscfaeB Be- 
ziehungen, also lediglich topologisch genommen, gilt das Ge« 

2» 



sagte auch von den durch Gcmvexspiegel emugtön virtudlen 
Bildern von Gegenständen, die sich in beliebiger Entfernung 
vor solchen Spiegeln befinden, so wie auch von den hinter 
Concävspiegeln entstehenden virtuellen Bildern solcher Objecte, 
welche in geringerer Entfernung als die Brennweite vor dem 
Spiegel stehen. Bei den reellen oder Luftfeiklern aber, die 
von Gegenstände in grbfserer Entfernung als die Brennweite 
durch Gohcavspiegel entstehen , kommen aufser der Umkeh- 
Tung der. der Axe des Spiegels gleichlaufende Dimension 
auch hodi die Umkehrung der beiden andern, zur Spiegel- 
axe rechtwinkligen, Dimensionen hinzu, und hieraus geht fUr 
das Bild : in Rücksicht auf das Object die negative Pnmär- 
position 12 3 hervor. 

In concavconvexen (dißlexen) Spiegeln erblicken wir 
von solchen Gegenständen, die Über den halben Krüm- 
mungaradjus der Concavilät vom Spiegel entfernt siqd, Ab- 
bildungen, b,ei welchen aufser der gegen idep. Spiegel .ge- 
richteten Dimension von den beiden letztgedachten nur eine 
umgekehrt erscheint, und zwar diejenige, nach welcher die 
Oberfläche des Spiegels concav ist. Diese Scheinbilder ') 
stehen also zu ihren erzeugenden Objecten in einer der po- 
sitiven Positionen 123, r23, T2 3, jenachdem die erste 
oder die zweite oder die dritte Axe des Objects in der Bichtung 
der Convexität der Spiegelfläche liegt Für Objeete, die in 
geringerer Entfernung als der halbe Krümmungsradius der 
Concavität stehen, tritt in topologischer Hinsicht der obige Fall 
der Plan- und der Gonvexspiegel ein, und die Bilder stehen 
in einer der negativen Positionen 123, 123, 123. 

Dioptrische, durch sphärische Linsen erzeigte Bilder 
bieten ähnliche Betrachtungen dar. Die virtuellen Bilder 
von Objecten, die durch Zerstreuungslinsen betrachtet wer- 



■) Sie sind, optisch genommen, g^wissermarsen reeR und vir- 
tuall zugleich. 



d60 ; mxkd jßA&tzßii mit ihren Ofaj^cten. postlion^ll orientiri 
oder .a(eben: ,za ihnen in. der positiven. Grundpositiön IS 8. 
Dasselbe: gäl. von dea virtuellen Bildern, welche Sammellin- 
sen von Objecten erzeugen > dijß m geringerer Entfernung 
von d^ Iin£a abstehen ^ ials ihre Brennweite beträgt, wier 
bei der.Lup6 und dem einfachen Mikroskop. Die reellen 
Bilder .$ber. solcher Obfecte , die über die BrennweiDe der 
SammeUin9e entfernt sii;wl, siaben zu ihren Objecten in einer 
der drei positiven Positionen 12 3, 12 3, 12^3, jenaebdem 
die ejTste oder die zweite oder die dritte positoriscbe Axe 
des Objeots in d«r Richtung der optischen Axe der- Linse 
liegt. Die CoIIectivlinsen kehren also indieseih JP'alle die^ 
beiden zur optischen Axe senkrechten Dimensionen zugleich 
um, die dritte in der optischen Axe liegende nicht. 

Diese Betrachtungen können , so elementar sie an sich 
sind, dazu dienen, den Sinn gewisser topologischer Aus- 
drücke, die in der Sprache des gem^nen Lebeins der Prä- 
cision entbehren, für den wissenschaftlichen Get^auch ge- 
nauer festzustellen. Ib den oben betrachteten Fällen haben 
wir Beispiele von einer, von zwei und von. drei Bmkehrun- 
gen der Dimensionen ^ines Körpers begegnet. Die Umkeh- 
rung zweier Dimensionen ergab eine positive Position , also 
homologe Axenstellung ; Umkehrung einer oder dreier Di- 
mensionen aber negative Positionen und heterologe Axen- 
stellungen. . Da nun die Umkehrung zweier Dimensionen 
durob blofse Lageii^nderung desselben Körpers und zwar 
so ^r^eugt werden kann, dafs man den. Körper um di« 
dritte (nicht umgekehrte) Axe als Drehumgsaxe eine halbe 
Umdrehuni; maeben läfst; die Umkehrung einer oder dreier 
Dimensioaen aber wegen; der damit verknüpften Heterologle 
gleichsam ^nen Eingriff in die tonere Verfassung des Kör- 
pers (^iit»ui)d den Fall einer eiafaehtBa Dimensjo^duink^hruBg 
sieh wied^i'uni in- de»n einer dreifacben dureh eine halbe 
Umdrehung des Körpers verwandele . läfst : so dürfte es 
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zweckmäfsig »eio, den Fali einer halben Undrehüng, wo*- 
dtirch flieh zwei Dimensionen ziq;I«icb umkehren, ekle In- 
version oder Dmkebrung sehledhlhin, den Fall einer ein- 
zigen Dimensionsumkehning aber eine Perversion oder 
Verkehrung zu nennen , und im dritten FaUe also, wo 
alle drei Dimensionen umgekehrt sind; den Körper als v er«- 
kehrt ,und umgekehrt zugleich anzusehen. Es mag 
hierbei bemerkt werden , dafs alle bei diesen Begriffen 
(dea der natürlichen oder primären Lage mitgereGfanet) im«- 
plicirten Positionen in der ersten Golumne der firüher auf- 
geführten Uebersicht enthalten sind, sowie daCs sie stfmmt- 
lieh zu den reciprc^en Positionen gehören. 

Es bedeuten also übersichtlich: 

12 3 die natürliche Stellung, 

12 3 

12 3^ umgekehrte Stellungen, 
12 3 

I 2 3 

12 3^ verkiehrte Stellungen, 
12 3 

12 3 die verkehrt umgekehrte Stellung. 

Von Plan- und Gonvexspiegeln würde man also sagen, 
sie geben verkehrte Bflder, von den Bildern der Goncav* 
Spiegel, sie seien in gewissen Fällen verkehrt, in anderen 
Fallen verkehrt und umgekehrt zugleich. Die Bilder der 
difflexen Spiegel sind in gewissen Fällen umgdtehrt, in an- 
dern dagegen verkehrt. Zerstreuungslinsen zeigen die Ge- 
genstände nur in der natürlichen Stellung (verkleinert , Sam- 
mellinsen in gewissen Fällen ebenfells in der natürlichen 
Stellung (aber vergröfsert) , in anderen Fällen dagegen um- 
gekehrt (wobei sowohl Verkleinerung — Fernrohr — , als 



Vergoblseruiig — Hikroskop — m^Ujch ist}« Das Gidiläi- 
sehe EeFDcohr und das blofa aus Collootivlinseli susamm«»« 
goSeMi». terr#stri6cbi Ferarolir «eiged die Gegensliode in 
ihrer ilalUrliGl]ü9& SteUungi das Kepler'scbe Ftirnrohr umge* 
kehrt Von den vier Arten, kätopiriscber Fernröhre, bei 
allea einfeehe, ds Lupen wirkende oder, sogenannte astro- 
QOmisobe Oeulare vorausgesetzt» gibt das fireg^Mry'scfae Bil- 
der in natürlieher Stellung » das Gasaegkraia'sohe lind das 
Newton'sche mv^tirte; das Herschersche pervertirt-invertirte 
Bilder. Die Mikroskope betreffend , so kann im AHgemetnen 
die Stellung des Bildes in den (bereits oben erwähnten) 
einfachen Mikroskopen als naturiich , in den zusammenge- 
setzten «^ dioptrisdben wie katadioptrischen — als umge- 
kehrt gelten. Indefs kommen je nach den Besonderheiten 
der Gonstructionen und den accessoriBchen Bestandthellen, 
welche in diesem oder jenem Falle der Anwendimg bei je- 
der Art von Mikroskopen zu Hülfe genommen werden kön- 
nen, Modificationen vor, die ganz zu erschöpfen hier nicht 
der Ort sein kann. Es mag genügen , auf einige, der wich- 
tigeren Vorkommnisse einzugehen. Die sogenannten pankra- 
tisoheo oder Dissectionsaiikrosk<^e (namentlich von Hölsl 
und Oberhäuser) geben bei einer wesentlich dem zusam- 
mengesetzten dioptrischen Mikroskop entsprechenden Ein- 
richtung unter Anwendung von Ocularen mit inversiver 
Wirkung Bilder in natürliche^* Stellung. Die Inversoren 
können hierbei entweder dem Ocular des terrestriscbep 
Fernrohrs analog zusammengesetzt sein, oder aus zwei mit 
ihren Hauptschnitten sich rechtwinklig kreusenden Gl^spris- 
men conetruirt werden, welche je eine Dimension des Bil- 
des pervertfren , also vereint eine Inversion bewerkstelligen. 
Projicirl man die Bilder auf Schirme, wie bei dem Sonnen- 
niikroskop, dem Gasmikroskop und dem Megaskop, so ver- 
treten reelle Bilder die Stelle der virtuellen und stehen ge- 
gen diese und alao auch , insofern die genannten Instrumente 
dem einfachen Mikroskop analog sind, gegen die Objecte 
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selbst in inverUtter Stdking, werio sie nach wie v^»* von 
der Oeuiarsmte besehen werden j wie bei Anwendung von 
darehscbeinenden Schirmen, hingegen in der perverliri-in* 
vertirlen Stellung , wenn i»an sie auf opaken Sohirmen 
von der Objectivsetle am betrachtet. Bei den meist aus 
spiegelnden Bestandtheilen zusammengesetzten Projeeteren, 
durch welche man zum Behuf de& mechanischen Nachzeieh- 
nens mikroskopischer Gegenstände auf eine direct gesehene 
Papierfläche virtuelle Bilder projicirt, wird es bei Bestim- 
mung der Stellung dieser Bilder weseatKch auf die Zahl der 
zu Hülfe, genommenen Spiegelungen ankomm^o^. Jedes recht- 
winklige Prisma , sowie die Amici'sche Glasplatte oder der 
Sömroerring'sche Spiegel geben dem Bade eine Perversion. 
Die WoUaston'sche Gai&era lucida erzeugt mittelst doppelter 
Perversion in derselben Dimension die vorige (ungeänderte) 
Stellung; zwei Spiegelungen mit gekreuzten Beflexionsebe- 
nen pervertiren das :Bild na<^h zwei Dimensionen , d. h. sie 
invertiren es. 1). f , 



>) Beim Gebrauch des Mikroskops ist hierauf in soldied Fällen 
sorgfältig zu achten, wo es steh um topoloiiifiohe BesämmungsstQcke 
des Objecto , bandelt, wie die Rechts- oder UoIcswinduBg ia> den Spiral- 
geiafsw^nden einer. Pflanze, die Wimp^rbewegung der.Räderthiere u. a. m. 
Von vielen andern Vorkommnissen , wo die in Rede stehenden Begriffe 
Platz greifen , hier nur noch einige Beispiele. Ein Mensch am jenseiti- 
gen Ufer eines ruhigen Wassers erscheint im W^asserspieget verkehrt, 
in einem astronomischen Fernrohr umgekehrt; wiewohl beide Bilder 
den Kopf nach unten , die FüCse nach oben kehren , würde man doch 
nur bei dem dioptrischen , wie beim Original — kOnäte es untersucht 
werden — das Herz auf. der Unken Seite, beim katoptriscben aber auf 
der rechten Seite finden. Bei SchriftzUgen kann der verkehrte vom 
umgekehrten Buchstaben unterschieden werden. Das umgekehrte latei- 
nische V gibt ein griechisches A , das lat. R gibt verkehrt ein russi- 
sches Jf, ein'Iät. L gibt verkehrt und umgekehrt ein griechisches T. 
Die Schriftsetzer lesien verkehrte Schrift ohne Schwierigkeit, manche 
Zeitungsleser in Engtand umgekehrte Schrift. In maf\chen Btkchern 
Icoramt stellenweise umgekehrte Schrift vor^ verketirte Schrift findet 



Als BMspiel conseeirtiver POMliooeD nM^a aöeh die 
SieUmigen .der durch, drei zu «inaiader reicUwinkligeii Planr 
Spiegel entstehenden Spiegelbilder' dienen. Sind .1, U» iU di« 
drei Spiegel, A ^^ Object,. so gegen dieselben lieg^d, 
dafs es vor jedem Spiegel befindliQb.isti und mit den drei 
positorischen Axen so versehen, dafs 1 mit der auf der 
Spiegelseite .von I errichteten Normal^ und ebenso 2: und 3 
beziehungsweise mit den auf der Spiegelseite von 11 und lU 
errichteten Normalen conspiriren, so sind die Stellungen, in 
welchen die 7 Spiegelbilder und das Object unter einander 
stehen, leicht zu ermitteln. Drei durch einfache Refiiei^ion 
hinter 1, II, DI entstehende Bilder Bj Cy D stehen ^ wie 
diefs die beigefügte Fig. 1. verdeutlicht, 



Fig. 1. 




zum Object A in den Positionen 123, 12 3>, 123, fer- 
ner stehen drei durch doppelte Reflexion hinter II und III, 

sich in vielen Manusciipten Leonardo da Vinci's. Die Ziffern auf der 
Scale des Gaufsischen Magn^tometers müssen , um dem Beobachter in 
natürlicher Lage zu erscheinen , wegen der Perversion durch den Spie- 
gel und der Inversion durch das Fernrohr, verkehrt und umgekehrt 
zugleich sein. 



as 



111 und 1, 1 und 11 eraeUgte BSder £, P, O m <ten Pi^siiio- 
neo 12 i, 12 3) I ^ a und endlioh d^is dinrdh dreifache 
Reflexion entstehende ^d fl in der Position T 2 3. Man 
kann nun von A ausgehend auf sechs verschiedenen Wegen 
consecutiv durch lauter einfache Perversionen bis zu H fort- 
schreiten, wobei die Summe der jedesmaligen sieben nega- 
tiven Positionen die negative Primärposition geben mufs. 
Nämlich : 



C 
E 
D 
F 
B 
G 
H 



IA)H 



123 
123 
123 
12 3 
1 23 
123 
123 



lA) 
D 
F 
B 
G 
C 
E 
H 



12Z{A)H 



12 5 
r2 3 
1 23 
123 
I23 
123 
r23 



(A) 
B 
G 
C 
E 
D 
F 
H 



1 2 3AA)H 



123 
123 
123 
123 
123 
r2 3 
1^3 



{A) 
C 
G 
B 
F 
D 
E 
U 



123 (A)H 



123 
123 
123 
1 23 
123 
123 
12 3 



(A) 
D 
E 
C 
G 
B 
F 
H 



12 3 [A)H 



123 

12*3; 

123 

r2 3 

123 

123 

12 3 



lA) 
B 
F 
D 
E 
C 
G 
H 



1 2 3 IA)H 



1 23 
123 
r23 
1 23 
123 
r2 3 
123 



123 



Ebenso würde man auf 24 verschiedenen Wegen con- 
secutiv von A nach H durch drei Inversionen, dann eine 
Perversion und wiederum drei Inversionen fortschreiten kön- 
nen, wovon einer beispielsweise der folgende ist: 



{A) 




M 


123 


F 


12 3 


G 


123 


B 


12 3 


C 


12 3 


D 


1 2 3 


H 


1 2 3 



{A)B\ 1 2 3 



» 



Die negative Sitmme erwMbsi hieittei jedesHial aus 
secha poaitiven und einer negativen Poaitbn. U. s. w. 

Dreht man das Object 4 uro die erste positorische Axe 
eine Achtelumdrehung im Sinne von 2 nach 3, so nehmen 
alle Bilder neue Stellungen an (Fig. 2.)} und man hätte statt 
der obigen sechs Reihen consecutiver Positionen nunmehr 
folgende : 



Fig. 2. 




C 

E 
D 
F 
B 
G 
H 



{A)H 



132 
1?2 
132 
r23 
132 
1 32 
132 



(A) 
f> 
F 
B 
G 
C 
E 
H 



12Z14)H 



132 
f23 
132 
132 
12 3 
132 
r2 3 



(A) 
B 
G 
C 
E 
D 
F 
U 



12ZIA)H 



123 
132 
12 3 
if 2 
132 
r2 3 
1 32 



{A) 
C 
G 
B 
F 
D 
E 
H 



132 
r2 3 
132^ 
132 
r2 3 
132 
r2 3 



lA) 
D 
E 
C 
G 
B 
F 
H 



12 3 (A)H\l 23 IA)H 



132 
132 
l"3 2 
r2 3 
132 
132 
132 



(A) 
B 
F 
D 
E 
C 
G 
H 



132{A)H 



123 
132 
r23 
132 
132 
12^3 
1 J2 



1 23 
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Audi hier siehi das siebente SpiegäbJldiiil. BumObject 
A in der negativeii< Grtmdposltii^rn:, welche siah äi» ^uatme 
jeder der sechs Reihen beraussleilt. Uebrigens inufs aus 
optisch - geotnetrischöh Gründen dkis Bild H stets in dieser 
Position zum Objeöte stehen, die posilorischeh Axen dies 
Objects mögen gegen die Spie^elebenen gerichtet sein, wie 
man vvill. 

Beim Gebrauch mancher mathematischer Instrumente 
können die positorischen Symbole oft mit Vortheil benutzt 
werden. Das Fernrohr eines Theodolithen zum Beispiel, 
welches, wenn es zwischen den Stützen liegt, nicht im 
vollen Verticalkreis herumgedreht werden kann , läfst vier 
verschiedene ' Positionen bei^i Einlegen in die Lager der 
Stützen zu. EiDiensoj müssen beim Nivelliren des Instruments 
der Libelle durch Utniegen zWei entgegengesetzte Stellungen 
gegeben werden, wodurch den. drei Bestandtheilen des 
Theodolithen , nämlich dem Untertheil , dem Fernrohr und der 
Libelle in ihren gegenseitigen Stellungen acht verschiedene 
Gombinationen gegeben werden können, deren Unterscheidung 
beim Gebrauch namentlich rücksichtlich der verschiedenen 
Gorrectionen oder GoUimationsfehler von Interesse sein kann. 
Gibt man den drei Bestandtheilen bestimmte positorische Axen^ 
so wird sich jede Combination in Form von zwei Positionen 
leicht definiren lassen. A bedeute die Alhidade mit der 
Stütze, F das Femrohr mit den Zapfenarmen, £» die Libelle 
init den Füfsen. In A legen wir I 9dch obea in die Verti- 
calaxe , 3 und 3 auf diq beiden Stützen, 2 so, ,dafs 1> 2, 3 
in rechter Axenstellung liegen. In F setzen wir 2 ans Ob- 
Jectiv, also 2: ans Ocular,, 3 und 3 an die beiden Zapfen, 
1 so, dafs 1, 2, 3 ebenfalls in rechter Axenstellung liegen. 
In L legen wir 1 auf die Oberseite der Glasröhre 3 und 3 
an die beiden Füfse, und 2 so,, dafs 1, 2, 3 wiedermp eine 
rechte Axenstellung geben. Dann sind die acht Gombinatio- 
nen folgende : ' ^ .. * 



1.) pos(il)P=123 5.) pos(i)F==123 

(J)L = 12 3 {A)L = 12 3 

2.) pos (A) F =' T 2 3 6.) pos (A) F = T 2 3 

{A)L = 12 3 {A)L = 1 2 3 

3.) pos (4) F = 1 2 3 7.) pos (^) F = T 2 3 

(A)L =12 3 (4)L = 1 2 3 

4.) pos(i)F =12 3 8.) pos(J)F = 1 2 5 

.. {4)1. = 123 ^.(4)i = 123 

Durch Invertirung der ersten Position [A) F in jedem 
der acht Fälle (wodurch Übrigens , da sie durchweg reci- 
prok ist, ihre Form ungeandert bleibt) und Summirung zur 
zweiten Position (A) L ergibt sich die jedesmalige Stellung 
der Libelle zum Fernrohr beziehungsweise : 

i.) ' pos(F)L =12 3 5.) pos(F)L ==123 

2.) =12 3 6.) ==: T 2 3 

3.) =12 3 7.) = 1 2l 

4.) =12 3 8.) =12 3 

Die Libelle erhält also vier verschiedene Stellungen zuni 
Fernrohr, eine im ersten und achten, eine zweite im zwei- 
ten und siebenten, eine dritte im dritten und sechsten, eine 
vierte im vierten und fünften Falle. Die erste ist die natür- 
liche , die drei andern sind Umkehrungen um die dritte , um 
die zweite und um die erste positoriscfae Axe. 

In anderen Fällen würde der unbegrenzte Raum mit 
pafslicfa gewählten positorischen Aren als neues Element 
hinzutreten , wie z. B. ber dem Heliotrop , dem magnetischen 
Inclindtorium u. s. w. Die weitere Ausführung darf indets 
dem Leser überlassen bleiben. 



Von der Helikolde oder Wendellinie. 

Die Helikofde oder WendelliDie jst eine doppelt ge- 
krümmte Linie, die als der Weg eines Punktes im Baum 
angesehen werden kann, der sich cyklisch und progressiv 
zugleich bewegt. 

Um diesem Begriffe eine für die topologischen Betrach- 
tungen geeignete Allgemeinheit zu geben , nehmen wir fol- 
gende Feststellungen zu. Hülfe. Unter einer cyklischen Linie, 
Binglinie oder einem Bing verstehen wir (für den vorlie- 
genden Zweck) den Umfang jeder beliebigen ebenen Figur, 
vorausgesetzt dafs ^ich ihre Um^renzungslinie nirgends sel- 
ber kreuzt oder mehrfache Punkte darbietet. Als Mitte des 
lUogs dient jeder innerhalb der eingeschlossenen Fläche lie- 
gende Punkt , und man mag hierzu , um die Vorstellungen 
zu fixiren , den Schwerpunkt der. Fläche wählen. Diesen 
Punkt bezeichnen wir mit 0. Die Endpunkte eines (durch 
gezogenen) DurohEpiessers des Bings bezeichnen wir durch 
1 und 1 , die Endpunkte eines zweiten (beliebigen , oder, 
wenn man will, zum ersten winkelrechten) Durchmessers 
mit 2i und 2. Die beiden Seiten der Bingfläche können als 
Haupt- und Kehrseite unterschieden werden. Wir errichten 
^uf der Bingebene im Punkte eine Normale und bezeich- 
nen einen auf der Hauptseite liegenden Punkt derselben mit 
3] einen auf der Kehrseite liegenden mit 3* ^ trägt also 
derlUng eine der früher erörterten positorischen Dimensions- 
imterscheidui:^ analoge Bezeichi^ung , wobei wiederum die 
Punkte 0, 1, 2, 3 in rechter oder in linker Axenstellung 
begriffen sein können. Dem Binge kann eine translatorische 
Bewegung dadurch ertheilt werden, dafs seine Mitte auf 
einem beliebigen geraden oder krummen Wege fortschreitet, 
welcher die Gonductrix, Leitlinie oder auoh scblecbthixi 
seine Bahn beifst. Wir gestatten zunächst nur stetige Bieh- 
tungsänderungen im Verlauf der Gonductrix und schliefaen. 



somit Winkel und Spitzen aus, welcbe Einschränkufag bei 
dem Ringe wegfiHtt. Sind C und D zwei Punkte der Con« 
ductrix, zwischen welchen die Bewegung des Flinges be- 
trachtet wird , so unterscheiden wir auf der atn jedesmali- 
ge0 Ort des Punktes gezogeoea Tangente der Bahn die 
Seite, nach welcher längs der Bahn eine. Annäherung zum 
Punkte D statt findet, durch 4, sowie die entgegengesetzte 

durch 4. Die Bewegung in der Richtung 4 (oder CD) heifse 
progredirend , die entgegengesetzte 4 retrograd. Beim Be- 
ginn d^ iranslaiorischen Bewegung des Ringes sei dessen 
Hauptseite nach 4 , also die Kehrseite nach 4 gewendet. 
Der Riftglinte gestatten wir während ihrer Bewegung eine 
beliebige , jedoch stelige Veränderung ihrer Gf öfse und Ge- 
stali, der Ringebene aber eine beliebige Aenderung ihrer 
Lage, jedoch so, dafs einestbeüs der Winkel zwischen 1 
und 4 nie grdfser als ein rechter werde, d. h. dafe 04 nie 
in die Ringebene falle, und dafs anderntheils bei den all* 
mäligen Lagenänderungen der Ringnormale und Orts'dnderun- 
gen der Ringmitte stets sämmtliche Theile des Ringes eine 
(wenn auch ungleich grpfse) Bewegung im Sinne 3 voll- 
bringen. Es ist klar , dafs bei der gemachten Beschränkung 
hinsichtlich des Unterschiedes der Richtungen 3 und 4 die 
progredirende Bewegung des Rings statt durch 4 auch durch 
3, sowie die retrograde Bewegung statt durch 4 auch durch 
3 bezeichnet werden kann. Die Fläche, ^ekhe dur^ sol- 
che Bewegung von der Ringlinie erzeiigt wird und die Leit- 
linie schlauchförmig umscblijefst, nennen wir ein AskolCd. 

Während der zur Erzeugung des AskoTtds erforderlichen 
progressiven Bewegung des Rings bewege sich nun ein 
Punkt in der Ringlinie selbst beständig in einerlei Sinn, 
dann beschreibt der Punkt eine Helikoide oder Wendel- 
linie auf dem AskoYd der ganzen Conductrix entlang. Die 
Geschwindigkeit beider gleichzeitigen Bewegungen, der cy- 
klischen und der progressiven, unterliegt keiner andern Be- 
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schränkung, als dafs sie nicht ins Entgeg^gesötete über- 
gehe , und kann also übrigens baoh Bdieben veränderlich 
sein. Zur Bezeiclumng des Sinnes der «ykli^hen Bewegung 
des Puhkts dienen die vier auf dein Unidänge des Rings be- 
findlichen positorischen Zeichen 1, 2, 1) 2, in der Weise, 
dafs die Bewegung im Sinne 1 2 I 2 I, durch 1 2 oder 
2 1 oder 1 2 oder 2 l , die entgegensetzte aber durch 
1 2 oder 2 1 oder 1 2 oder 2 1 ausgedrückt wird. 

Durch die Ziföammensetzung der für die beld^i Bewe- 
gungen gewäl^Uen Bezeicbnynge^ läfst sich nunmpbr der 
Qmg d^ die ,W^(id^llinie b€isphr:eibenden Punktes md so* 
n)it die WendelliAie selbst am einfachsten topologisch cha- 
raet^risireQ , und wir. bezeichnen demgemäfs mit (i 2) 3 
beispielsweise di^ W^odelli^e, welche, ein Punkt beschreibt^ 
indepx er sich eyklis(^.im S[iniie 1 2 md progressiv im 
Sinne 3^ bewegt, , 

Verschiedenheiten in der Gestalt der Leitlinie sowie der 
Ringlinie, in den Form- und Lagenveränderungen der letzte- 
ren, in der Geschwindigkeit und den GeschwlndJgkeitsände- 
rungen sowohl der cykljschen als der translatorischen Be- 
wegung des die Helikoide erzeugenden Punktes bedingen 
begreiflicherweise, wenn auch noch so mannigfache, doch 
nur solche Unterschiede in der einem Ausdrucke der ange- 
führten Art entsprechenden WendeHinie , welche vorerst als 
wesentlich geometrisch gelten dürfen. Ebenso wird durch 
Umkehrung des Sinnes beider Bewegungen, wodurch der 
Punkt auf seinem heliko'idalen Wege rückläufig wird, nur 
ein phoronomischer Unterschied bedingt, so dafs wir z. B. 
den erzeugten Weg bei (i 2) 3 und bei (i 2) 3 als topolo- 
gisch gleichgeltend ansehen dürfen. Nur aus der Umkeh- 
rung des Sinnes Einer der beiden associirten Bewegungen 
oder aber , was auf dasselbe hinausläuft , aus dem Wechsel 
zwischen rechter und linker Ax^nstellung bei der Festlegung 
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der Punkte 1 und 2 im Umfange des Rings, unter Beibe- 
haltung derselben Symbolform , wird ein wesentlich topolo- 
giseher Unterschied in der Wendellinie erwachsen. 

Nach diesen Erörterungen ist leicht zu übersehen, dafs 
die zur Bezeichnung der Wendellinien dienenden Ausdrucke 
— abgesehen von den Klammem — denjenigen Posilionsfor- 
men entsprechen müssen, in welchen die der Ringnormale 
entsprechende positörische Axe aii dritter Stelle erscheint, 
d. h. den sechzehn Formen der ersten und fünften Columne 
der früheren Uebersicht. Hätte man die Axen 2 und 3 in 
die Ringebene , die Axe 1 in- die Normale verlegt, so Wären 
es die Positionsformen der zweiten und vierten Columne 
und ebenso wären , falls 1 und 3 in den Ring , 2 auf dessen 
Normale gesetzt würde, die Formen der dritten und sechsten 
Columne Ausdrücke der verschiedenen Wendellinien. Man 
kann mithin sämmtliche 48 Positionsformen (die zwei ersten 
Glieder von dem dritten mittelst Klammern absondernd) zu 
Ausdrücken für Helikoi'den verwenden. Die oben eingeführte 
Bezeichnung soll nunmehr vorzugsweise auf den Fall be- 
schränkt werden , wo man im Ringe rechte Axenstellung 
wählt. Im gegentheiligen Fall, wo 0, 1, 2, 3 in linker 
Axenstellung stehen, schreibe man z. B. [1 2] 3. Dann er- 
geben sich 96 verschiedene Heliko'idalformen. Die eine 
Hälfte, bei denen rechte Axenstellung zu Grunde liegt', stei- 
len sich nunmehr in folgender Uebersicht dar: 



(1 2)3 


(1 2)3 


(2 3) 1 


(2 3) 1 


(3 1)2 


(3 1)2 


(1 2)3 


(12)3 


(2 3) 1 


(2 3) 1 


(3 1J2 


(3 1)2 


(2 1)3 


(2 1)3 


(3 2) 1 


(3a>r 


(l 3) 2 


(1 3)2 


(2 1) 3 


(2 1)3 


(3 2) 1 


(3 2) 1 


(1 3) 2 


(13)2 


(12) 3 


(12)3 


(2 3)1 


(2 3) 1 


(3 1) 2 


(3 1)2 


(1 2) 3 


(12)3 


(2 3)1 


(2 3) 1 


(3 1)2 


(3 1)2 


(2 1)3 


(2 1)3 


(3 2) 1 


(3 2) 1 


(1 3) 2 . 


(l 3)2 


(2 1)3 


(2 1)3 


(3 2) 1 


(3 2) 1 


(1 3) 2 


(1 3) 2 
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Die andern 48 wurden sicl^ von diesen nur durch die Ge- 
stalt der Klammem unterscheiden. 

Die sämmtlichen diesen Formen entsprechenden Wen- 
dellinien zerfallen nun in der vorhin hervorgehobenen to- 
pologischen Hinsicht, d. h. nach ihrem Windungstypus 
in zwei Arten ^ als deren Repräsentanten 
(1 2) 3 und [1 2] 3 
betrachtet werden können. Die der ersteren dieser beiden 
Formen entsprechenden Wendellinien mögen rechtswendig 
oder dexiotrop, die der andern entsprechenden links- 
wendig oder laeotrop heifsen. 

Fifr 3. 




Fig. 3 stellt eine dexiotrope Helikoide dar. 

Da der Windungsffpus einer WendöUinie durch Um- 
kehrung des Sinnes beider associtrten Bewegungen nicht 
geändert wird, sondern, nur durch Eine Umkehrung oder 
durch Vertauschung der Axenstellung mit der zu ihr hetero- 
logen, so läfst sich einer gegebenen Wendellinienfonn leicht 
ansehen, ob sie einer dexiotropen oder einer laeotropen 
Windung entspricht. 



35 

Jede faörifeontale Zeile Ja der aufgeführten Zusammen«- 
Stellung enthalt drei Paare von Formen. In jedem Paar ist 
die zweite Form gegen die erste rückläufig , insofern das 
zweite und dritte Glied xlas entgegengesetzte Zeichen trügt. 
Der Windungstypus innerhalb jedes Paares ist also gleich. 
Nun sind aber auch die drei Formen (1 2) 3, (2 3) 1 und 
(3 1) 2 von gleichem Typus, weil die bei der zweiten und 
dritten subintelligirten Abänderung der positorischen Axen, 
deren Stellung homolog bleibt/ durch die positiven Positio- 
nen 2 3 1 und 3 12 geleistet werden kann , und dieser 
Schlufs findet, wie in der ersten, so in allen übrigen Zeilen 
seine Anwendung» Folglich ist der Typus in allen sechs 
Forn>en jeder Zeile gleich. Die Formen der zweiten , dritten 
und vierten Zeile unterscheiden sich von den entsprechen- 
den der ersten Zeile qur durch eine andere Bezeichjiungsweise 
desselben Sinnes der cyklischen Bewegung. Also sind alle 
24 Formen der ersten Abtheilung mit (1 2) 3 von gleichem 
Typus , d. h. dexiotrop. Aus gleichem Grunde sind alle 24 
Formen der zweiten Abtheilung unter sich und mit (T 2) 3 
von gleichem Typus. Die Windung in (1 2/ 3 aber ist der 
von (1 2) 3 conträi*, weil in ihr nur die progressive Bewe- 
gung entgegengesetzten Sinn hat. Folglich sind die letzten 
24 Formen laeotrop. Da nun die ersten 24 Formen positive, 
die letzten 24 negative Positionsformen darstellen , so ist klar, 
dafs eine Wendellinie dexiotrop oder laeotrop ist, 
je nachdem ihre Form bei rechter Axenstellüng 
einer positiven oder negativen Position, bei lin- 
ker Axenstellüng aber eitler Negativen oder posi- 
tiveh Position entspricht. 

lieber die sonst üblichen Benennungen der beiden Ty- 
pen mögen hiernächst einige Bemerkungen vielleicht nicht 
am unrechten Orte sein. Welche von beiden Wendellinien 
oder ^chraubenwindungen man rechts nennen will und wel- 
che links, ist an sich rein conventionell. Ich habe die Na- 

3* 
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men so gewählt, wie sie sich am natürlichsten und mit 
Concinnität an die voraufgegangenen topologischen Feststellun- 
gen anschliefsen , mufste aber dabei auf die sonst übliche 
Bezeichnung „rechts oder links gewunden, dexlrorsum oder 
sinistrorsum volubilis und contortus^' verzichten , weil sie 
leider nicht die durchgehends feste Bedeutung erlangt haben, 
die sie sowohl in der botanischen und zoologischen Termi- 
nologie als in der Sprache der Technik haben sollten. Die 
in der Mechanik gebräuchlichen Schrauben sind bei weitem 
der Mehrzahl nach mit laeotropen Windungen versehen. Die 
technische Sprache bezeichnet sie als „rechte" Schrauben, 
nicht nur weil sie die gewöhnlicheren sind , sondern auch 
weil sie in der Begel den Zweck haben , eine Abwärtsbe- 
wegung durch eine Becbtsdrehung zu bewirken. „Linke" 
Schrauben, welche in besondern und seltnem Fällen (wovon 
die vorzüglichsten in PrechtFs technologischer Encyclopädie 
aufgeführt sind) ihre Anwendung finden, haben also dexio- 
trope Windungen. Diefs Yerhältnifs soll bei den Schrauben 
der Japanesen das umgekehrte sein. Die eben angeführten 
Benennungen „rechts" und „links" sind von hier aus auf die 
übrigen Vorkommnisse schraubenförmiger Windungen in der 
Technik übergegangen, selbst in Fällen, wo entweder die 
„linke" (d. i. dexiotrope) Gestalt entschieden die häufigere ist, 
wie bei den Schnecken in den Uhrwerken, oder beide Ty- 
pen gleich häufig sein mögen, wie bei den Windmühienflü- 
geln, dem Schraubenruder, der Spiralpumpe, der Archime- 
dischen Schraube, bei den Wendeltreppen, den gewunde- 
nen Säulen und andern schraubenähnlichen Ornamenten in 
der Architectur, den Springfedern, den Spiralfedern in Chro- 
nometern, sowie den Litzen oder Drähten in Seilen, Stri- 
cken, Schnüren und Gimpen. In der Gonchyliologie ist die 
fragliche Unterscheidung für die Morphologie der Schnecken 
von Interesse.. Auch hier hat man die laeotropen Windun- 
gen, welche die Regel bilden, rechts genannt, die conträ- 

■) Bd. 13. S. 316. 
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rea oder dexiotropen, welche die seltneren sind, links, und 
diese Benennung kann insofern als naiurgemäfs gelten , als 
man bei den Rechtswindungen im Sinne des Wachsthums 
des Thieres, d. i. von der nach oben gerichteten Spitze des 
Gehäuses zur Basis niedersteigend in den Windungen rechts 
um die Spindel geführt wird. In anderen Fällen der Zoolo- 
gie kommen meist beiderlei Windungen gepaart vor an 
symmetrischen Organen, die zu beiden Seiten der Median- 
ebene des animalen Körpers liegen. Beispiele sind die 
Schneeigen des Innern Ohres der höheren Thierclassen , die 
gewundenen Homer und Zähne u. s. w.; auch gehört der 
torquirte, meist einzeln vorkommende Narwhalzahn hierher, 
dessen Seitenstuck verloren zu gehen oder in der Ausbil- 
dung zurückzubleiben pflegt. Je nach der Art des Organs 
findet sich hierbei die dexiotrope Windung bald auf der 
rechten, bald auf der linken Seite des Thieres. In der Bo- 
tanik endlich sind die beiden Windungstypen nicht blofs am 
Stengel der Schlingpflanzen , an den Ranken und den Spi- 
ralgeläfsen zu unterscheiden, sondern auch bei der Torsion 
verschiedener Pflanzentheile , wie der Baumstämme, der 
Grannen, der Pistille und besonders den gedrehten Blumen- 
kronen. Die Linn^sche Nomenclatur stimmt in diesem 
Punkte mit der vorhin angeführten technologischen und con- 
cbyliologischen Terminologie Uberein, wiewohl dieselbe hier 
gewissermafsen als naturwidrig angesehen werden dürfte. 
Den Ausdruck caulis volubilis nämlich erklärt Linnö >) 
so: spiraliter adscendens per ramum alienum und 
zwar sinistrorsum (C) secundum solem vulgo, e. g. 
Humulus, Lonicera cet. ; dextrorsum (^) contra mo- 
ium solis vuigi e. g. Convolvulus, Phaseolus, cet. 
Bei der Intorsio 3) wiederholt er diese Bestimmung und stellt 
sie mit den Windungstypen am Cirrhus , an der Corolia und 
anderen Organen zusammen. In einer Anmerkung hierzu 

*) Pbilosophia botanica 1751.« pag. 39. 
-) Ibid. pag. 103. 
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gibt nun Linn^ seine Definition von sinistrorsum und 
dextrorsum, welche später --• zum TJjkell aus Anlafs des 
dabei vorgefallenen Druckfehlers — die verschiedensten Ex- 
egesen erfahren hat. Linne setzt fest: sini&trorsum hoc 
est, quod respicit dextram^ si ponas Te ipsum, in 
centro constitutum, meridiem adspicere; dextror- 
sum itaque contrarium, und erklärt damit, dafs er die 
nach der rechten Seite eines im Centrum stehenden Beob- 
achters hervorragenden BluiQenblätter als Kennzeichen emer 
links gewundenen Gorolla angesehen wissen wolle, und 
vice versa« Das meridiem adspicere ist in der concreten 
Sprache Linnö's nicht sowohl ein überflüssiger, als vielmehr 
ein prägnanter Ausdruck für die aufrechte Stellung des mit- 
ten in der Blume gedachten Beobachters, der das Gesicht 
nach einem bestimmten Punkte des Horizonts kehren soll — 
versteht sich, den Scheitel nach oben gerichtet. Freilich 
bleibt bei diesen Erklärungen in topologischer Hinsicht man- 
ches zu ergänzen, manches zu fragen übrig. So wird bei 
secundum solem nicht blofs crescens oder scandens, 
sondern auch sub latitudine boröali stillschweigend vor- 
ausgesetzt , ^ und bei gedrehten Blumen bleibt dahin gestellt, 
ob der innere oder der äufsere Rand der Petala, deren so- 
genannte innere (d. i. ursprünglich der. Blumenaxe zuge- 
kehrte) Seite je nach der Entfaltung der Gorolla bald nach 
innen , bald nach oben , bald nach aufsen gerichtet sein 
kann, oder vielleicht die Innen- oder Aufsenfläche des Peta- 
lums unter dem hoc est, quod respicit dextram s. 
sinisiram verstanden werden soll. Selbst die Linn^'schen 
Beispiele sind hierfür kein sicherer Fingerzeig, wie sich aus 
der (von Alexander Braun *) gerügten) Zusammenstellung von 
Vioca und Bauwolfia mit Asciepias, Periploca und Nerium 
ergibt. So viel scheint indefs aus dem Angeführten hervor- 



') Uebcr die Ordnung der Schuppen an den Tannenzapfen , in 
den Acten der Leop. Carol Acad. d. Naturf. Bd. 15, Theil 1, S. 15. 
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zugehen» daf& liani die Absiebt balte, das was man in an* 
del^o Fällen, 2. £. bei einem Korkzieher oder einem Sehne- 
okenhausp, rechts nannte, auch bei gewundenen Theilen ei- 
ner Pflanze rechts zu ^ nennen» Spätere botanische Schrift- 
steller sind lange Zeit Lion^'s Vorschlag gefolgt, den sie in 
versditedenen (zum Theil sehr unpräcisen) Definitionen wie- 
derhoU haben.. Beinhoid Forster z. B. erklärt i) : truncus 
volubilis, spiraliler adseendens per alia corpora^ 
dextrorsum (3) a deKtra ad sinistram, contra mo- 
ium solis vulgo, sinistrorsum (C) a sinistra ad 
dextraiD; secundum solem vulgo. Link ^) : oaulis 
volubilis heliois in. modum circa alia corpora fir- 
ma volvitur et quidem dextrorsum seu contra so- 
lis motum, uti nautae aiunt e. g. Convolvulus cet.j 
aut sinistrorsum seu secundum solis motum e. g. 
Humulus cet Hier wird man das constituere se 
ipsum in centro leicht hinzudenken. Wilidenow erklärt ^)^ 
der Stengel winde sich ,,rechts (dextrorsum), wenn er von 
der Bechten zur Linken sich abwärts um einen Gegenstand 
dreht, z. B. Convolvulus, — links (sinistrorsum), wenn er 
von der Linken zur Bechten abwärts um einen Gegenstand 
sich windet, z. B. Humulus Lupulus.'' Diese in der Form 
eben so ungeschickte als vage Definition ist, wie aus den 
Beispielen entnommen werden mufs, dem Inhalte nach Lin- 
n^isch und fordert stillschweigend , dafs der Beobachter 
aufserhallr der Wendellinie stehend, die ihm zugewandten 
Hälften der Windungen in Gedanken von oben nach unten 
durchlaufe. In andern Schriften 4) finden sich die Benen- 



■) EncfairidioD hotanicae ingarviens. Lugd. Bat. ed. altera 1793. 
pag. 3. 

') Elementa pbilosopbiae botanicae. Berol. 1624. pag. 145. 

') Grundrifs der Krfiuterkunde , 7te Aufl. von Link herausgege- 
ben. Berl. 1831. S. 41. 

^) z.B. in Zimraermann's Grundzügen der Phytologie. Wien 1831. 
S. 198. 
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nungen dextrorsum und sinistrorsum in Linn^s Sinn, die 
Zeichen C- und ^ aber in umgekehrter Bedeutung aufgefährt 
Zu einer Vertauschung der Benennungen selbst .aber bat 
Decandolle zuerst den Vorschlag gethan, welchem fast die 
Mehrzahl der neueren botanischen Schriftsteller folgt. Der 
Vortheil einer naturgemäfseren Definition unter Anwendung 
der altem Benennung, nur mit vertauschten Bedeutungen, 
wird indefs durch die daraus erwachsende Verwirrung weit 
überboten. DecandoUe erklärt i), Dextrorsus, qui se dirige 
a droite, et de \k; dextrorsum volubiliSy qui se roule de 
gauche a droite ; dans ce sens , on se suppose au centre 
de la spire tournö du cbÜ du midi, wo die letzte Bestim- 
mung offenbar nur eine btinde Uebersetzung von „meridiem 
adspicere^ ist. In gleichem Sinne spricht sich Decandolle 
an anderen Stellen seiner Schriften in dieser Benehuhg aus ^). 
Der Linn^'schen Definition gleichfalls entgegen, also mit der 
DecandoUe'schen übereinstimmend, sind die Benennungen 
,,rechts und links gewunden" u. A. bei Mohl ^) , Schleiden^«}, 



*) Theorie ^lömentaire de la botanique. Paris 1^13, 2e ^dit. 
1819. pag. 479. 

^) Örganographie v6g6tal6. Paris 1827. p. 156, und Physiologie 
v^g^tale. Paris 1832. U. p. 840. 

^) Ueber den Bau und das Winden der Ranken und Schttngpflan- 
zen. Tubingen 1827. 

*) GrundzUge der wissenschaftlichen Botanik. Leipzig 1842. — 
In Theil 1 , S. 140 heifst es : ,,Icb will hier nur kurz noch die Bezeich- 
nungen rechts und links gewundener Stengel erörtern , in denen viel 
Verwirrung herrscht. Die natürliche Anschauung ist folgende. Von 
Unten nach Oben entwickelt sich die Pflanze, sie steigt also auf; wen- 
den wir nun die Ausdrücke links und rechts auf die Pflanze an, so 
hat das nur Sinn , indem wir uns gleichsam an ihre Stelle setzen ; 
wir steigen aber uns links wendend in die Höhe, wenn wir die Axe 
der Windung zur Linken haben , rechts , wenn wir sie zur Rechten 
haben. Beziehen wir es auf den Lauf der Sonne, so können wir für 
unsere nördliche Halbkugel offenbar doch nur die der Sonne zugewen- 
dete, also südliche Hälfte der Windung mit ihrem Lauf in Beziehung 
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Endlicher und Unger/), sowie bei Alex. Braun s] und Nau- 
mann 3) in ihren Untersuchungen über die Blattstellung. 
Hinsichtlich der bereits vorhin berührten Verschränkung der 
Blumenblätter dner Blüthe^ namentlich in ihrer Aestivation, 
ist indefs eine präcise topologische Definition minder einfach, 
als es den in botanischen Werken darüber gegebenen Be- 
stimmungen nach scheinen sollte, und so sehr Braun's 
Gründe Anerkennung verdienen, denen gemäls — um Con- 



bringen, dann geht aber die rechts gewundene Spirale mit der Sonne, 
die links gewundene gegen die Sonne. Linne hatte seltsamer Weise 
die Bezdcbnungen umgekehrt verbunden , offenbar von einer unklaren 
Anschauung ausgehend, und Manche sind ihm darin gefolgt, Manche 
haben die Sache ganz, umgedreht, links rechts und rechts links genannt, 
bis die Sache völlig confus war. Die Beziehung auf den Sonnenlauf 
ist Überall eine sehr mangelhafte Bezeichnung. Links und rechts ge- 
wunden kann man aber, wie mir scheint, nicht wohl anders verste- 
hen, als ich angegeben habe.'* 

') GrundzUge der Botanik, entworfen von Stephan Endlicher und 
Franz Unger. V^ien 1843, wo es S. 83 beifst: „Der gewundene oder 
windende Stamm (caulis volubilis) schlingt sich in einer Schraubenli- 
nie (Spirale) um eine Stütze. Er ist rechts gewunden (dextrorsum 
volubilis), wenn die Windung um den Beurtheiler, der sich selbst als 
Stütze denken mufs, von der Linken zur Rechten aufwörts gerichtet ist 
(Humulus Lupulus, Polygonum, Convolvulus). Der links gewundene 
Stengel (caulis sinistrorsum volubilis) ist von der Rechten zur Linken 
um den Beurtheiler gewunden. Phaseolus vulgaris , Convolvulus Sepium. 
Linn6 nennt den Stengel, der sich abwärts von der Rechten zur Lin- 
ken wendet , rechtsgewunden , und weiin er sich abwärts von der 
Linken zur Rechten windet, heifst er ihm linksgewunden. Da die 
Windung aber in der Natur wirklich von unten nach oben gebt, nen- 
nen wir recbtsgewunden , was Linn6 linksgewunden , und linksgewun- 
den, was er rechtsgewunden heifst." 

2) a. a. 0. 

^) C. F. Naumann über den Quincunx, als Grundgesetz der Blatt- 
stellung im Pflanzenreiche. Pogg. Ann. LVL 7. Naumanir bedient sich^ 
übrigens des mehr definirenden Ausdrucks dexiroraum und sinUtrör^ 
8um ßcandens^'* 
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dopität. zu erzieleo — die Aestivation bei GeDtiana vod Linne 
sinisirorsum statt dextrorsuiU) Yoa DecdndoUe aber dexAror- 
sum statt siaistrorsum coniorta genannt werdeü mü&te ^ so 
wenig er9cbi)pf$n sie die bierbei eintretenden Mannigfaltig- 
keiten, ddren genauere Erörterung freilieb an diesem Orte 
zu weit führen würde, und einer andern Gelegenheit vor- 
behalten bleiben muö. 

Noph m<^e hier niöbt unerwübnt bleiben , ' da£s die 
Buchstaben d und X ein mnemonisches Mittel zur Unterschei- 
dung beider Windungstypen darbieten , wenn man sie mit 
der scheinbaren Gestalt der deni Beobachter zugewandten 
Theile . einer Weijidellinie (mit quer verlaufeqder Conductrix) 



Fig. 4. 



vergleicht , wie Fig. 4 verdeutlicht. Auch kann der Buch- 
stabe f zur Versinnlichung der dexiotropen Schrauben- 
windungen dienen — ///////. 

Der loxodrome Weg eines Schiffes , das genau nach 
Westen oder nach Osten steuert, ist ein Parallelkreis , in 
jedem andern Falle aber eine Hehkoide, und zwar eine 
dexiotrope, wenn der Schiffer seinen Cours nach Nordwest 
oder Südost, eine laeotrope, wenn er ihn nach Südwest 
oder Nordost richtet. Das Erdsphärol'd , auf dessen Ober- 
flä<;he die WendeUinie entsteht, ist in diesem Falle als ein 
allenthalben geschlossenes AskoYd und die £rdaxe als Gon- 
ductnx zu betrachten. 

Doppelte oder vielfache Wendellinien erhält man, 
wenn jnan bei der oben erörterten Entstehungsweise der 
Helikoide zwei oder mehrere Punkte statt eines einzigen 
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sich cyklisch auf dem Riagumfang in einerlei Sinn bewegen 
läfst. Setzen wir hierbei vorerst und für die* nächsten 
Zwecke fest, dalis trotz der Willkür hinsichtlich ihrer relati- 
ven Bewegungen keiner der beschreibenden Punkte den ihm 
vorangehenden einhole oder überschreite, so bieten die ver- 
schiedenen einfachen Wendellinien, aus welchen «ine viel- 
fache Ueliko'i'de zusammengesetzt ist, und deren nebenein- 
derläufende Windungen paradrom heifsen sollen, unter 
sich weder BerUhrungs- noch Durchschnilispunkte im Räume 
dar. Die Kanten einer mehrgängigen Schraube und die far- 
bigen Bänder duf den Windungen vieler einschaligen Con- 
cbylien geben demnach Beispiele mehrfacher Wendellinien» 
Bs bedarf kaum der Erwähnung , dafs ' einer vielfachen Heli- 
koide derselbe Windungstypus zukommt, wie ihren B^sland- 
Iheiien ; die in dieser Beziehung unter sich gleichartig , d. h. 
isotrop äein müssen. 

Bei den in künftigen Untersuchungen näher zu betrach^ 
tenden Linearcomplexionen im Räume mu£s auch der Fall Be- 
rücksichtigung finden , wo zwei oder mehr Punkte im Cyklus 
während ihrer von der Gonductrix vorgeschriebenen progres- 
siven Bewegung mit Geschwindigkeiten rotiren , deren Unter- 
schiede einer topologisohen Ordnungsmäfsigkeit unterliegen, 
und wo die entstehenden Helikoiden ein S^'stem arithmolo- 
gisch geordneter Durchscbnittspunkte liefern. Hi^r können 
sowohl isotrope als heterotrope Helikoiden mit einander ver- 
bunden sein. Ein Beispiel solcher Wendellinien , die wir 
diadrom nennen werden, bieten die Zeilen oder Wendeln 
dar, nach denen die Schuppen der Nadelholzzapfen geord^ 
net sind. Zwei isotrope Helikoiden auf gemeinschaftlichem 
Askotd sind entweder paradrom oder diadrom , zwei hete^ 
rotrope sind nur diadrom. 

Bevor wir auf neue Fälle von Verbindungen verschie- 
dener Wendellinien eingehen , ist der Begriff helikoidaler 
Flächen zu entwickelUt Verbinden wir den die Wendeliinie 
beschreibenden Punkt H mit dem Punkte auf der Con- 
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duoirix durch eine (unbegrenzte) gerade Linie, so entsteht 
gleichzeitig mit der Wendellinie eine derselben Leitlinie an- 
gehörige heliko'fdale oder Wendelfläche. Ihr Durch- 
schnitt mit dem AskoM ist eine doppelte Helikotde. Ist die 
Conductrix eine gerade Linie und der Ring ein Kreis von 
constantem Radius , dessen Gentrum auf der Conductrix 
progredirt und deissen Ebene zu ihr normal ist, so entsteht 
die Schraubenfläche, wie sie sich an flachgängigen Schrau- 
ben , an der Archimedischen Wasserschnecke und an der 
Unterfläche steinerner Wendeltreppen findet, oder wie sie 
aus einem ursprünglich ebenen, elastisch dehn- und biegsa- 
men Bande (Metallstreifen) durch Torsion hervorgebt. Andere 
Arten von Wendelflächen lassen sich dadurch erzeugen , dafs 
man die erzeugende (gerade oder krumme) Linie, die Gene- 
ratrix , zwar einerseits stets durch den Punkt B , andrerseits 
aber, statt durch 0, durch irgend einen in der Ebene der 
Ringlinie gelegenen, jedoch an ihrer translatorischen Bewe- 
gung theilhehmenden Punkt G der Conductrix gehen läfst 
Die Schräubenflächen scharfgängiger Schrauben, vieler boh- 
rerartiger Werkzeuge, die Oberflächen an gewundenen Thier- 
und Pflanzenkörpern, wie einschaliger Conchylien und spi- 
ralig gerollter Blumen oder Blätter und Biattscheiden ^) sind 
hierher gehörige Beispiele. 

Vielfache derselben Conductrix angehörige Heliko'i'dal- 
flächen, welche ebenfalls paradrom und isotrop oder dia- 
drom mit gleichem oder entgegengesetztem Windungstypus 
sein können, werden ganz nach Analogie der entsprechen- 
den Wendellinien construirt. 

Verschiedene auf der Generatrix OB oder GH liegende 
Punkte beschreiben gleichzeitig mit H isotrope Wendellinien, 
welche auf einerlei Wendelfläche neben einander verlaufen 
und deren Windungen unter sich paradrom sind. 

') Einen zierlichen Fall bieten die dexiotrop gewundenen Aestcheo 
der Casuarina striata , welche A. Braun in seiner oben erwähnten 
Schrift auf Taf 34. Fig. 5 bis 7 abgebildet hat. 
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In einem Faden oder Stricke , der aus vielen ursprung- 
lich nebeneinander gestreckten Fasern oder Fäden durch 
gleichzeitige oder gemeinschaftliche Torsion entstanden ist, 
stellen die Bestandtheile eine Vielheit von paradromen Wen- 
dellinien dar, Vielehe als verschiedenen paradromen Wen- 
delflächen gruppenweise angehörig betrachtet werden kön- 
nen. Der einfachste hierher gehörige Fall , wo der Faden 
zweidrähtig ist, gibt demnächst einen wichtigen Anknüpfungs- 
punkt für neue topologische Untersuchungen. 

Es ist noch auf die Mannigfaltigkeit helikoYdaler Linien 
und Flächen hinzudeuten , welche aus der Verschiedenheit 
in den Gestalten der Conductrix^ erwächst. Ohne auf allge- 
meine und möglicherweise sehr verwickelte Fälle einzuge- 
hen , welche ohne voraufgegangene Erörterung des Begriffs 
der Linear- und Flächencomplexionen nicht methodisch wür- 
den überblickt werden können, mögen hier nur die beiden 
n^berliegenden einfachen Formen, welche man der Leitlinie 
geben kann, hervorgehoben werden, nämlich die Wendelli- 
nie und die Ringlinie. Ist h eine Helikoltde und g ihre Con- 
ductrix, welche — wie bisher stillschweigend vorausgesetzt 
worden — nicht selbst helikoidal ist oder wenigstens nicht 
als derartig betrachtet wird, so ist die Wendellinie h eine 
gewöhnliche oder Heliko'fde der ersten Ordnung. Ist sodann 
k eine neue Wendellinie, deren Gonductrix h ist, so hat 
das AskoYd, auf dessen Oberfläche k liegt, eine heliko'jdale 
Form , und k ist eine HelikoYde zweiter Ordnung. Dient k 
wiederum als Leitlinie für eine Wendellinie / , so ist / eine 
HelikoYde dritter Ordnung, während das zugehörige AskoKd 
eine helikoTdale Form zweiter Ordnung besitzt. U. s. w. 

Die Uebertragbarkeit dieser Begriffe auf Helikoidalflächen 
bedarf keines weiteren Nachweises. 

Ist femer die Gonductrix g eine Ringlinie, so kann 
das zugehörige Asko'fd (von welchem übrigens vorausgesetzt 
wird, dafs es den ganzen Umfang der ringförmigen Gon- 
ductrix umschliVse) in sich geschlossen sein, so dafs es ei- 



nen ringförmigen Canalraum allenthalben gegen den Slufsern 
Raum abgrenzt, oder nicht. Im letzteren Falle können 
Durohschneidungen der mannigfaltigsten Ah eintreten, oder 
aber ein successives (röhrenartiges) Ineinanderstecken belie- 
big vieler AskoYdwindüngen ohne Durchschnittscurven statt- 
finden. Auf diesen verschiedenartigen ringförmigen AskoT- 
den lassen sich einfache oder zusammengesetzte Helikoiden 
ziehen. Ist das AskoM ganz geschlossen, so kiann eine auf 
ihm gezogene Heliko'fde ganz in sich zurücklaufen und somit 
Wendel- und Ringlinie zugleich sein, und diefs kann sowohl 
in einmaligem als in beliebig vielmaligem Umgang längs des 
ganzen Ringaskoids der FaU sein. Bei n maligem Umgang 
erscheint jeder Theil des Askoids als mit einer n fachen 
Wendellinie vdn isotropen Bestandtheilen 'bekleidet. Die 
Helikoide kann anderenfalls ungeschlossen sein und bei ge- 
nügsamer Verlängerung jeden Theil des AskoKds mit unzählig, 
vielfacher Wendellinie umkleiden. Statt Einer können belie- 
big viele geschlossene oder ungeschlossene, isotrope oderl 
heterotrope BelikoYden mit paradromen oder diadromen Win- 
dungen auf dem Ringaskolfd construirt werden. Ganz ähnli- 
clie Gonstruotionen finden bei dem ungeschlossenen cykli- 
schen AskoYd ihre Anwendung, nur mit dem Unterschiede, 
dafs geschlossene HelikoYden blofs im Falle vorhandener 
Durchschnittscurven möglich sind. 

Es können endlich Helikoiden höherer Ordnungen, wenn 
deren Hauptconductrix eine Ringlinie ist, zugleich cyklisch 
sein. Es wäre überflüssig in diesem Falle wiederum auf 
die Mannigfaltigkeiten einzugehen, die sich hierbei darbieten 
können und welche im Wesentiichsteu bereits bei den vori- 
gen beiden Fällen angedeutet worden sind, aus denen der 
gegenwärtige zusammengesetzt ist. 

HelikoYdale Flächen lassen sich leicht für alle diese ver- 
schiedenen Arten von Wendellinien substituiren oder mit ih- 
nen combiniren. 
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Die AnfUbrurig elhigeH Bei^iele wird dt^ VorstöllciT^gen 
über das Gesagte fitiren helfen , auch ohne ZuhUlfenahtne 
zahlreicher und iA d^n £ifaze1nheiten ausfUhflieher Abbildun* 
gen. SCrickB) Seile und Taue /die aus vielen einzelnen Fä^ 
den und Lilzen durch süccessives Zusammendrehen gefertigt 
sind , geben ein bekanntes Beispiel von HelikoYden verschie- 
dener Ordnung^ wo (der technischen Begei nach) die Typen 
der aufeinanderfolgenden Ordnungen entgegengesetzt zu sein 
pflegen^. Ein Schiffstau bestehe «us drei Seillitzen , welche 
dexioti'op zusammengedreht sind, so geben diese nächsten 
Bestandtheile das Bild einer dreifädien dexiotropen Wendelli- 
nie erster Ordnung mit paradrömen Windungen. Jede Seil- 
litze bestehe aus vier dünneren Litzen, dann bilden diie 
letzteren drei laeotrope vierfache Wendellinien zweiter Ord- 
nung. Besteht ferner jede Litze aus zwei Fäden und jeder 
Faden aus unbestimmt vielen HanfiPasern, so sind die Fäden 
nach dexiotropen doppelten HelikoYden dritter Ordnung, die 
Fasern nach ; laeotropen vielfachen vierter Ordnung gewun- 
den. Wird nun das tau, wie auf SchifiPen geschieht, in 
Wendellinrenform aufgelagert, so steigt die Ordnung aller 
eben genannten flelikoYden um 1, und die Hanffasern r/B. 
stellen laeotrope vielfache Wendellinien fUnfter Ordnung mit 
paradrömen Windungen dar. An vielen Posamentirerzeug- 
nissen, wie gedrehten Schnüren und Gimpen, liefsen sich 
ähnliche, zum Theil noch complicirtere Beispiele auffinden. 
Es darf bei dieser Gelegenheit auf solche , in gewisser Hin- 
sicht paradoxe Fälle aufmerksam gemacht werden , wo durch 
successive, zumal entgegengesetzte, Torsionen -* gleichsam 
durch Torsioiis - Interferenz — die Wendellinien höherer 
Ordnungen für den ersten Anblick ihren Character als dop- 
pelt gekrümmte oder gar als krumme Linien überhaupt 
streckenweise ganz einbUfsen und dabei die Gestalt wellen- 
förmiger (trochoYdischer) Gurven oder selbst gerader Linien 
annehmen. Wiewohl ein Seil in solchen Fällen äufserlich 
einer geflochtenen Litze sehr ähnlich werden kann, so bleibt 
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es. doch iü der Thai vaQ dem Flechtwerk ndch Wesentlich 
verschieden , worauf künftige Betrachtungen über die Ge- 
flechte werden näher einzugehen ha^en. Das Paradoxon ist 
hier, insofern quantitative Bestimknungen in der Töpologie 
unwesentlich sind, als eine Zufälligkeit zu betrachten, und 
findet gewissermafsen sein geometrisches Seitenstück in dem 
bekannten Vorkommnifs, wo die Hypocyklotde eine gerade 
Linie wird , sobald der beschreibende Punkt auf dem Um- 
fang eines erzeugenden Kreises liegt, der halb so grofe ist, 
als der Grundkreis , an desse^n Innenwand er sich abwälzt. 
Die Erwähnung dieser Art von Vorkommnissen hätte also 
füglich unterbleiben mögen, wäre sie nicht besonders geeig- 
net, inductorisch die Berechtigung zu begründen, auch in 
anderen Fällen solche Linien oder Zugtheile , welche auf den 
ersten Blick nichts weniger als helikoKdal zu sein scheinen, 
nach BedUrfnifs und Belieben als Wendellinien oder theile 
von Helikoüden zu betrachten, oder gar unter Beimessung 
einer höhern Ordnung ihren Windungstypus in den hetero- 
tropen umzusetzen. Ein Beispiel wird diefs deutlich machen. 
Ein geradliniger Stab werde dexiotrop mijt einem Faden 
umwickelt. Dann kann zwar — und das ist die Ansicht, 
die sich am ns^türlicbsten darbietet , — . der Stab als Bild 
der Conductrix der vom Faden dargestellten dexiotropen 
Heiikoide betrachtet werden. Man kann aber auch den Fa- 
den ab (helikoXdale) Conductrix und die vom Stabe versinn- 
lichte gerade Linie als dexiotrope Wendellinie (zweiter Ord- 
nung) ansehen, oder aber Stab und Faden zusammen als 
doppelte Heiikoide (zweiter Ordnung) gelten lassen, deren 
Conductrix eine im Stabe zwischen seiner Axe und dem 
Faden gedachte dexiotrope Wendellinie ist, deren Windun- 
gen mit dem Faden paradrom sind. Ertheilen wir dem (zu 
diesem Ende als hinreiche[id biegsam vorausgesetzten) Stabe 
eine laeotrope Windung, so stellt zwar am einfachsten der 
Faden eine dexiotrope Helikolfde zweiter Ordnung dar, de- 
ren Conductrix in der Axe des Stabes liegend laeotrop hell- 
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kol'dal ist, es kann aber QtchtsdestQwemgier auch der Stab 
oder dessen Axe . als dexiotrope Heliko'jde dritter Ordnung 
angesehen werden, deren Condüctrix eine dexiotrope vom 
Faden gebildete Wendellinie zweiter Ordnung^ ist; oder es 
können wiederum Stabaxe und Faden zusammen als dop- 
pelte dexiotrope Uelikoide dritter Ordnung gelten, zu der 
die vorhin im Stabe gedachte, dem Faden paradrome Wen- 
dellinie die dexiotrope , in zweiter Ordnung helikoYdale Con- 
düctrix bildet. — 

Für die beiden anderen der drei oben besprochenen 
Fälle, nämlich der Helikp'iden mit ringförmiger und mit heli- 
ko'idal - ringförmiger Condüctrix würden sich ebenso leicht 
mittelst biegsamer fadenförmiger Körper (Litzen oder Drähte) 
versinnlicbende Beispiele in Ausführung bringen lassen. Fas- 
sen wir unter den verschiedenen hierher gehörigen und oben 
angedeuteten Specialitäten diejenige besonders ins Auge, wel- 
che für künftige Anknüpfungen an andere Betrachtungen bei 
den Linearcomplexionen im Räume ein eigenthümllches In- 
teresse in Anspruch nehmen wird, nämlich die miehrfachen 
isotropen geschloi^senen Wendellinieu , und bleiben hier, wo 
es sich zunächst nur um Beispiele handelt, bei dem Einfa- 
cheren stehen. Zwei, wenn man will gleich lange ^ Fäden 
lege man parallel (homodrom) gestreckt nebeneinander. Die 
Endpunkte des einen Fadens bezeichnen wir mit 1 und 1, 
die des andern mit ^ und 2 so, dafs 1 und 2 einer- sowie 
1 und 2 andrerseits einander zunächst liegen. Torquirjl man 
nun die beiden Fäden dadurch , dafs , während die Linie 1 2 
unbeweglich bleibt, die Linie 1 2 um eine der antänglicben 
Längsrichtung der Fäden parallele Axe beliebig vielmal ge- 
dreht wird , so werden je nach dem Sinn dieser Drehung 
beide Fäden eine dexiotrope oder laeotrope doppelte Wen- 
delUnie bilden, deren Condüctrix in der Richtung der er- 
wähnten Torsionsaxe verläuft. Der so entstandene Döppel- 
faden läfst sich nun durch Vereinigung seiner beiden Enden, 

4 
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so dafs die Enden 1 , 1 , 2 , J beliebig paarweise verknüpft 
werden , zu einer doppelten in sich zurücklaufenden Wen- 
dellinie umgestalten. Hinsichtlich der Endpunktsverbindung 
oder des Schlusses sind in unserem Beispiel nur zwei Fälle 
möglich, nämlich 

erster Schlufs: ^ J 
(2 2) 

zweiter Schlufs , - 
(2 1) 

Im ersten Fall ist jeder von beiden Fäden für sich ringar- 
tig geschlossen, im zweiten bilden beide vereint eine geschlos- 
sene Linie. Der erste Fall tritt ein, wenn die Drehung eine 
beliebige Anzahl ganzer Toureix, also eine gerade Zahl hal- 
ber Touren beträgt, der zweite, wenn die Zahl halber Tou- 
ren ungerade ist. Der erste Fall gibt, insofern hierher auch 
die Torsion gerechnet werden kann , zur Entstehung zweier 
getrennten oder zweier ein- oder mehrwendlig verketteten 
Ringe Veranlassung, der zweite führt auf einen einfachen 
oder einen ein- oder mehrwendlig geknoteten Ring, worü- 
ber die Betrachtungen der Knoten weiteres Licht . verbreiten 
werden. 

Hätte man statt zweier drei Fäden genommen, so könnte 
man, nach beliebig vielmaliger dexiotroper oder laeotroper 
Torsion, mittelst Zusammenschliefsens der Enden 1, 2, 3 
mit den Enden 1, 2, 3 in beliebiger Combination zu zwei 
eine ringgestaltige geschlossene dreifache Wendellinie her- 
stellen. Die nunmehr möglichen sechs Schlösse 

(1 1) (1 1) ' (1 3) (12)^ (1 2) (1 3) 

(2 2) (2 3) (2 2) i2 _l) "(2 3) (2 "l) 

(3 3) (3 2) (3 1) ' (3 3) (3 1) (3 2) 

geben (abgesehen von der Torsions- oder Wendlingszahl) 

drei wesentlich verschiedene Fälle. Erstens: beim ersten 

Schlufs entstehen . drei gelrennte oder verkettete Ringe. 
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Zweitens : beim zweiten , dritten und vierten Schlafs entste- 
hen zwei Ringe (einer aus einem , der andere aus den bei- 
den übrigen Fäden bestehend) , die getrennt oder verkettet, 
einfach oder verknotet sein können. Drittenis: durch den 
fünften und sechsten Schlufs entsteht ein einziger, einfacher 
oder verknoteter Ring. 

Diese Beispiele enthalten in der That belangreiche Aus- 
gangspunkte für die Untersuchungen in dem Abschnitte der 
Topologie, der von den Linearcomplexionen im Räume und 
insbesondere von der Verknotung, der Verkettung und dem 
Flechtwerk zu handeln hat. Die Weiterführung und Verall- 
gemeinerung mufs ganz den genannten Untersuchungen vor- 
behalten bleiben. Indefs verdient hier noch , was unmittel- 
barer mit der Natur der HelikoTfde in Zusammenhang steht, 
hervorgehoben zu werden , dafs unter übrigens gleichen Um- 
ständen in allen bisher erörterten Fällen von irgend wie 
zusammengesetzten Wendellinien eben so wie bei der einfa- 
chen Heliko'fde durch heterotropen Windungslypus oder durch 
entgegengesetzte Torsion Lineargebilde erwachsen , welche 
gegenseitig im Verhältnifs der Perversion stehen und somit 
figurell und nicht blofs situell verschieden sind. Die Benen- 
nungen „dexiotrop" und „laeotrop" werden künftig auch 
zu einer concinnen Unterscheidung in dieser Rücksicht be- 
nutzt werden dürfen. 

Endlich soll die Idee der Wendellinie noch auf einen 
bereits oben (S. 45} angedeuteten Elementarfall Anwendung 
finden, der durchgehends bei den Linearcomplexionen im 
Räume , so wie theilweise auch bei den Flächencomptexio«- 
nen eine wesentliche Rolle spielt. Die topologische Untersu- 
chung irgendwie beschaffener Gebilde im Raum wird näm- 
lich ins Künftige meist an ihre Projectionen auf eine Fläche 
— Ebene oder Kugelfläche — angeknüpft werden müssen, 
wobei die Projectivlinien oder Strahlen, allgemein zu reden, 
als homocentriscb , d. i. als parallel oder , bei genügsamer 
Verlängerung, durch einen gemeinschaftlichen Punkt, das 

4» 
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Auge des Beobachters, gehend angenommen werden. Bei 
solchen Abbildungen in zwei Dimensionen ist nun für topo- 
logische Zwecke eine Unterscheidung der relativen läge von 
Körper-, Flächen- oder Linientheilen , welche gemeinschaftli- 
che Bildpunkte darbieten , erforderlich , und zwar in der 
Weise, dafs man einander deckende Objecto im Bilde als 
solche erkenne und aus ihm , ohne andere Projectionen zu 
Hülfe nehmen zu müssen , ihre relative Lage und Entfernung | 
gegen das Auge des Beschauers entnehme. Dieser Zweck, 
für welchen bei der Darstellung von Körpern und Flächen 
die gewöhnlichen Regeln des Zeichnens hinreichende Mittel 
darbieten , wird sich gleicherweise bei darzustellenden Linien 
im Baume erreichen lassen, wenn man sich erlaubt, dieseU 
ben als lineare Körper (Stäbe, Drähte, Fäden u. dgl) dar- 
zustellen. 



Fig. 5. 



in Fig. 5 erscheinen die beiden Linien oder Fäden A B 
und CD bei £ kreuzweise übereinander gelegt, wie Auf- 
zug-, und Einschlagfaden eines Gewebes, AB dem (darüber 
befindlichen) Auge des Beschauers näher, CD entfernter lie- 
gend. Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs die Entfer- 
nung, um welche die in der Projection bei K co'incidiren- 
den Punkte der beiden Linien im Baume von einander ab- 
stehen, ihrer Gröfse nach nicht in Betracht kommt. Eine 
Kreuzung dieser Art , wobei sich nach angegebener Weise in 
der Projection oder Zeichnung der Uberliegende von dem 
untenliegenden Faden durch den blofsen Anblick leicht un- 
terscheiden läfst, nennen wir eine Ueberkreuzung im 
Gegensatz zur Durchkreuzung, wo ein wirklicher Durch- 
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schnittspuDkt im Räume stattfindet y und die eben gedachte 
Entfernung beider Fäden bei K entweder Null ist, oder 
wenigstens als verschwindend betrachtet wird. Zwei Wege 
können demnach , wie beim gewöhnlichen Kreuzwege , ein- 
ander durchkreuzen , oder aber , wie diefs in manchen 
Städten i] . und bei vielen Kreuzungen zwischen Eisenbahnen 
und anderen Fahrstrafsen der Fall ist, einander überkreu- 
zen. Wo keine Verwechselung eintreten kany, wird man 
sich übrigens im einen, wie im andern Fall des Ausdrucks 
„Kreuzung'' bedienen können. Den in der Projection aus 
einer Ueberkreuzung entstehenden Durchschnittspunkt selbst 
nennen wir Knotenpunkt oder Nodalpunkt. 

Betrachten wir nunmehr zwei einander überkreuzende 
Linien AB und CD als einer doppelten Helikoide angehö- 
rig, deren Conductrix bei K zwischen beiden Linien hin- 
durch geht, so können diese Linien bei der durch die Figur 
versinnlichten Ueberkreuzung, wo AB über CD liegt, ent- 
weder als dexiotrop oder als laeolrop heliko'i'dal angesehen 
werden, je nachdem sich die Conductrix durch die Winkel- 
räume AKC und BKD oder durch die Winkelräume AKD 
und BKC erstreckt. Wir übertragen demgemäfs' die Be- 
nennungen dexiotrop und laeotrop auf die Kreuzung selbst, 
indem wir sie in Bezug auf eine der beiden diagonalen, ge- 
geneinander queren, Leitlinien I)etrachten. Bei künftigen 
Untersuchungen über manchfach untereinander verschlunge- 
nen und verflochtenen Fäden, Bändern oder sonstwie ge- 
stalteten Körpern wird es zweckmäfsig erscheinen, in den 
Projectionen die vier Winkelräume , welche jede Ueberkreu- 
zung darbietet, mit den Symbolen ^ und X, wie die Figur 
zeigt, zu Signiren, so dafs nach einer durch die Räume 9,8 
verlaufenden Conductrix die Kreuzung dexiotrop , nach einer 



') In einem „Wege, auf welchem ein Wagen über den andern 
faliren kann''^ besteht das sogen. Wahrzeichen von Homburg vor der 
Höhe. 
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dazu queren in den Räumen X , X laeoirop ist. Es verdient 
bemerkt zu werden, dafs diese Signirung gleicherweise für 
die Kehrseite der Ueberkreuzung , wo CD bei E dem Auge 
näher steht eis AB j wie für die vorgegebene Hauptseite 
gültig ist , da nur Perversionen , aber keine Inversionen einen 
Einflufs auf den Windungstypus haben. 

Einige Beispiele von Linearcomplexionen mit Ueberkreu- 
zungen werden den Gebrauch dieser Bezeichnungsweise ge- 
läufig machen. 



Fig. 6. 



Fig. 7. 



Fig. 8. 




Die Complexionen Fig. 6, 7 und 8 sind in der Projection, 
d. b. die Kreuzungen als Durchkreuzungen gedacht , einan* 
der topologisch gleich. Jede zeigt eine in sich geschlossene 
Linie mit drei Kreuzungen , drei zweiwinkligen Parzellen oder 
Oesen und einer dreiwinkligen Parzelle oder Masche. Die 
Verschiedenheit liegt blofs in der Natur der Ueberkreuzungen 
und diefs stellt sich durch die Typuszeichen in der Art vor 
Augen , dafs eine algorithmische Discussion , wie sie ihres 
Ortes geführt werden mufs , leicht daran angeknüpft werden 
kann, um dadurch mancherlei Fragen über die unter ge- 
wissen Bedingungen möglichen oder unmöglichen Transfor- 
mationen zur Erledigung zu bringen. Die Gomplexion in 
Fig. 6 kann auf einen einfachen unverknoteten Ring zurück- 
geführt werden, wo also die drei Kreuzungen verschwin- 
den. In Fig. 7 und 8 läfst sich durch Transformation die 
Zahl der Kreuzungen nicht verringern , obwohl , wie in allen 
Fällen , vergröfscrn. Fig. 6 ist eine rcducibele Form , Fig. 7 
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und 6 sind reducirle Formen. In genauem Zusammenhang 
hieraiit steht, dafs in beiden letztern alle Parzellen mono- 
typ 9 in der ersten nur eine (die untere Oese) monotyp, die 
übrigen amphityp erscheinen. Der äufsere Raum, der bei 
diesen Betrachtungen als selbstlindige Parzelle (Ämplexum) 
angesehen werden mufs, ist in Fig. 6 amphityp, in Fig. 7 
und 8 monotyp, in allen drei Complexionen dreiwinklig. In 
Fig. 7 kommt ihm der Name X , in Fig. 8 der Name d zu. 
Fig. 7 kann nicht in Fig. 8 transformirt werden, oder um- 
gekehrt, beide stehen zu einander im Yerhältniss der Per* 
Version. Jede von ihnen aber kann ohne Aenderung der 
Kreuzungszahl so transformirt werden, dafs der Name des 
äufseren Baums wechselt, bei Fig. 7 also in Delta, bei 
Fig. 8 in Lambda Übergeht. Dabei würden aber z. B. in 
Fig. 8 statt dreier Lambda -Oesen und einer Delta -Masche 
mit drei Winkeln, zwei X- Oesen und zwei dreiwinklige 
d * Haschen auftretet , und die (amplexe) dreiwinklige d - 
Masche des äufsern Baumes würde durch eine amplexe X - 
Oese ersetzt worden sein, was indefs bei diesem Beispiel 
nicht weiter durch Zeichnungen verfolgt werden soll. Be- 
zeichnen wir bei reducirten Formen mit monotypen Parzel- 
len jede Parzelle durch ihr Typuszeichen , ein angefügter In- 
dex oder Exponent gebe die Eckzahl der Parzelle an, Co- 
^fficientzahlen fossen die isotypen Parzellen von gleichem In- 
dex zusammen, dann stellt sich z. B. für Fig. 7 das Gom- 
plexions - Symbol tür alle reducirten Formen so 

3 3^ 

2X' 
Für Fig. 8 würde dieses Symbol (nach Vertauschung 
von 9 und X) heifsen 

2 8' 

3X* 
Der Exponent 1 (d. h. blofs 3 oder X) würde eine 
Schlinge bedeuten, die in reducirten Formen nicht vor- 
kommt. Der Exponent 2 zeigt Oescn an, höhere Exponen- 
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ten 'bedeuten Maschen mit drei oder mehr Winkeln. Die 
Summe aller Coäfficienten gibt die Zahl aller Parzellen, das 
Amplexum mitgerechnet ; und ist um 2 gröfser als die Zahl 
dek* Kreuzungen. Die Summe der Producte aus Coäfficienten 
und zugehörigen Exponenten gibt in jedem der beiden 
Theile des Symbols das Doppelte der Kreuzungszahl. -- 
Solche Symbole enthalten die topolo^schen Cbaractere der 
sogenannten Yerknotqng. Fig. 7 und 8 ^kommen übrigens 
mit dein bereits oben erwähnten einfach verknoteten. Ring 
Uberein, den man durch drei halbe Torsionen und den 
Ringschlufs zweier anfänglich {^aradromen Fäden erhält. Bei 
Fig. 7 ist der Torsionstypus dexiotrop , bei Fig. 8 laeotrop. 

Es mögen noch . einige andere Beispiele folgen. Von 
den drei in Fig. 9, 10, 11 dargestellten , ah Kreuzüngszahl 
und Parzellenform gleichen Complexionen sind die ersten 
beiden reducibel, die dritte reducirt. 



Fig. 9. 



Fig. 10. 



Fig. IL 




Die Reduction von Fig. 9 würde nur drei, die von 

Fig. 10 fünf Kreuzungen herausstellen. Fig. 8 stellt die Re- 
duction von Fig. 9 dar. 

Fig. 12. Fig. 13. 
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Fig. 14. 



Fig. 15. 





Fig. 12; 13, 14, 15 sind a^quivalente reduoirte 'Formen 
mit füDf Kreuzungen, in welche sich Fig. 10' durch Reduötion 
verwandeln läfsL Ihr Gomplexions - Symbol ist 
:2 5* + ö» 
2X* + 2X» 

Das Amplexum hat der Reihe nach die Symbole d^, ^\ 
X^, X*. Diese vier Formen erschöpfen die Zahl möglicher 
Rednctionen im vorliegenden Falle und entsprechen hier den 
vier Gliedern des Symbols. Die Entwickelung des Zusam- 
menhangs der Anzahl verschiedener möglicher, einem Sym- 
bol entsprechender, reducirter Formen mit der Gliederziahl, 
den Coäfficienten und Exponenten des Symbols bildet den 
Gegenstand besonderer Untersuchungen in der Complexions- 
lehre. Dem Symbol 

2 8* + 3 S* 

2V + 2X» 
entsprechen iünf verschiedene reducirte Formen mit sieben 
Kreuzungen , in welchem das Amplexum zweimal das Zei- 
chen d* und die Zeichen d^, X^^ X^ je einmal annehmen 
würde. Das Symbol der reducirten, mit sieben Kreuzungen 
versehenen Form in Fig. 11 ist 

8^* + 38' 

X4 + 2V + 2V 
Ihr entsprechen aufser Fig. 11, wo das Amplexum 8^ heifst, 
noch fünf andere Formen, von welchen Fig. 16 eine, mit 
dem Amplexum V, darstellt. 
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Fig. 16. 



In gewissen Fällen ist ein Symbol mit einem andern 
aequivalent, so dafs sich die reducirten Formen des einen 
in die des andern durch Transformation überführen lassen. 
Ein Beispiel einer solchen Aequivalenz ist: 

la» +3 3* ) _ (2 a* + 2 8' ) 

ix* + 2X*+2X^i "" ix*+2X* + 2X»i 

Während dem ersten dieser beiden aequivalenten Sym- 
bole sechs reducirte Formen angehören , entsprechen dem 
zweiten fünf andere, so dafs sämmtliche elf reducirte Formen 
(mit sieben Ueberkreuzungen) untereinander aequivalent sind. 
Eine der dem zweiten Symbol angehörigen fünf Formen 
stellt Fig. 17 dar, mit dem Amplexum X^- 



Fig. 17. 




Diese nur auf eine einzige geschlossene Linie im Raum 
bezüglichen Beispiele , mit einigen gelegentlich hinzugefügten 
Andeutungen mögen dienen, auf den Zusammenhang auf- 
merksam zu machen, in welchen bei der topologischen Be- 
trachtung über die Raum - Complexionen die an der Wen- 
dellinie entwickelten Grundbegriffe mit den verwickeltsten 
modalen Raumverhällnissen zu treten geeignet sind. 
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Zum Schlüsse dieser ersten Vorstudien sollen noch ei- 
nige andere Gebiete der Topologie in ihren elementaren 
Anfängen näher bezeichnet werden , deren weiterer Verfolg 
einer künftigen Gelegenheit vorbehalten bleiben mufs. 

Linearcomplexionen, d.h. beliebige gerade oder krumme 
Linien oder Aggregate solcher Linien , können in Einer Flä- 
che — Ebene oder Kugelfläche — enthalten sein , oder aber 
den Raum in jedweder Richtung durchsetzen. Sie können 
in beiden Fällen eine beliebige Anzahl von Durchschnitts- 
oder Vereinigunspunkten, sowie im zweiten Falie durch 
Projection auf eine Ebene oder Kugelfläche aufser diesen 
Yereinigungspunkten noch beliebig viel Ueberkreuzungen 
darbieten. 

Rei den Linearcomplexionen in der Fläche, wo also nur 
Durchschnitts- oder Vereinigungspunkte vorkommen, kann 
jeder dem Liniencomplex angehörige Punkt als ein Ort ange- 
sehen werden, von welchem aus eine bestimmte Zahl von 
Wegen nach andern Punkten des Complexes offen steht. 
An einer zwischen zwei Punkten A und B gezogenen gera- 
den Linie z. R. kann jeder der beiden Endpunkte A und B 
als nur auf Einem Wege zugänglich, jeder Rinnenpunkt C 
der Linie aber als auf zwei Wegen zuginglich angesehen 
werden. Wäre nun bedungen , keinen Weg öfter als einmal 
zu betreten, so dürften A und B nur wiederum die Gren- 
zen eines continuirlichen einfachen Zuges sein , während 
man zum Punkte C auf' dem einen Wege hingelangen und 
ihn auf dem andern wieder verlassen könnte. Es ist klar, 
dafs man jeden Punkt, an welchem nWege ihre Vereinigung 
finden, jenachdem n gerade oder ungerade ist, entweder 

als den Durchschnittspunkt von — Linien oder als den Ort 

ansehen kann j an welchem sich der Durchschnittspunkt von 

T^ Linien mit dem Endpunkt einer Linie vereinigt. Hier- 

aus folgt, dafs eine ganze Lincarcomplexion als das Aggre- 
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gat von einer bestimmten Anzahl continuirlicher Züge be- 
trachtet werden kann , deren jeder zwei Grenz- oder End- 
punkte besitzt, welche an unpaarzahligen Vereinigungspunk- 
ien liegen« Es müssen also in jeder Linearcomplexion (und 
mithin auch in jeder Summe Top untereinander nicht zu- 
sammenhängenden Complexionen) eine gerade Anzahl un- 
paarzahliger Yereinigungspunkte vorkommen , während die 
Zahf der paarzahligen Yereinigungspunkte , zu denen jeder 
Binnenpunkt auf einer Linie gezählt werden darf, unendlich 
grofs ist. Mit Hülfe dieses Satzes ist es leicht ; für jede 
vorgegebene , wenn auch noch so verwickelte Complexion 
die geringstmögliche Zahl von coniiuuirlichen Zügen anzuge- 
ben, in welchen sie sich so beschreiben läfst, dafs kein 
Theil mehr als einmal durchlaufen wird. Um diese kleinst- 
mögliche Zahl von Zügen zu bestimmen , hat man demnach 
die unpaarzahligen Punkte der Complexion zu zählen. Ihre 

Zahl , die immer gerade sein mufs , sei p , so ist -^ die 

kleinste Zahl von Zügen , in welchen die Configuration be- 
schrieben werden kann. Zur wirklichen Effectuirung, sowie 
zur Ermittelung der. Anzahl aller möglichen verschiedenen 
YoUführungsarten^ würden freilich noch umständlichere Un- 
tersuchungen, als hier Platz finden können, erforderlich 
werden. Nicht unerwähnt soll jedoch bleiben, dafs falls 
p = ist, die gesuchte Zugzahl nicht :==0, sondern ::=1 zu 
aeteen ist, und dafs diese Bestimmungen bei einer vorgege- 
benen Mehrheit von einander getrennter Gomplexionen für jede 
derselben einzeln genommen ihre Anwendung finden, so 
dafs also z. B. zur Beschreibung von m untereinander nicht- 
sammenhängenden Complexionen , in welchen gar kein un- 
paarzahliger Punkt vorkommt , wie z. B. von m theils aufser 
einander, theils concentrisch in einander liegenden, unter 
sich nicht zusammenhängenden Ringlinien, ebensowohl m 
Züge erforderlich sind, als zur Beschreibung einer Com- 
plexion, welche 2 m unpaarzahlige Yereinigungspunkte be- 
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sitzt y oder m solcher voa einander getrennter Complexe, 
deren jeder zwei dergleichen Punkte enthält. Und ferner, 
dafs ein Gelingen des wirklichen Versuchs in Fällen , wo p 
nicht s=5 9 an die Bedingung geknüpft ist j dafs Anfang und 
Ende jedes Zuges nur auf unpaarzahlige Punkte fallen. 

In Fig. 18 kommen acht unpaarzahlige Punkte (jeder zu 
drei Wegen) vor, mithin läfst sich diese Figur, ohne einige 
Theile zwei oder mehrmals zu ziehen, nicht in weniger als 
vier continuirlichen Zügen beschreiben J). 

Fig. 18. 






Ein mit einem Kreis umschriebenes, mit beiden Diago- 
nalen versehenes Quadrat würde wenigstens zwei , das Git- 
ter eines Schachbretts (von 64 Feldern] wenigstens 14 Züge 
erfordern. Sollten auf dem Schachbrett alle schwarzen Fel- 
der je mit einer Diagonale in übereinstimmenden Richtungen 
versehen erscheinen , so würde sich die Darstellung entwe- 
der in 9 oder in 6 continuirlichen Zügen leisten lassen , je 
nachdem die Diagonalen der schwarzen Eckfelder in Einer 
geraden Linie liegen oder nicht ; und vollends liefse sich die 
Figur in einem einzigen Zuge ausführen, falls solche unter- 
einander gleichgerichtete Diagonalen in sämmtlichen Feldern 
gefordert würden. 



') Diefs ist der S. 5 erwähnte, von Clausen in A. N. Nr. 494 
angeführte Salz. 



<2 

Fig. 19. 




Fig. 19 läfst sich gleichfalls in Einem Zuge beschreiben, 
da nur zwei unpaarzahlige Punkte, die beiden quinären an 
den Endefi des horizontalen Längsdurchmessers, darin vor- 
kommen. I 

Der vorhin erwähnte, die Zahl p betreffende Satz, auf 
einen geodätischen Fall angewandt, läfst sich so ausspre- 
chen : in jeder beliebig grofsen Dreieckskette gibt es solcher 
Punkte , um welche eine ungerade Zahl von Winkeln im 
Horizont liegt (die zusammen 360^ ausmachen), immer nur 
eine gerade Anzahl, während die Zahl derjenigen Dreiecks- 
punkte, um welche eine gerade Zahl von Winkeln liegt, 
ebensowohl ungerade als gerade sein kann. 

Diese Betrachtungen finden in ihrer ganzen Ausdehnung 
auch bei den Linearcomplexionen im Räume ihre Anwen- 
dung. Die* in den Projectionen hervortretenden Ueberkreu- 
zungen sind natürlich von den Durchkreuzungen oder Ver- 
einigungspunkten wohl zu unterscheiden. 

Bei solchen Linearcomplexionen in einer Fläche, welche 
keine unpaarzahligen Punkte besitzen und mithin als ge- 
schlossene und in sich zurückkehrende Züge oder als Ag- 
gregate solcher Züge anzusehen sind, veranlafst die Frage 
nach den von der Gomplexion abgegrenzten Flächenstücken 
(Parzellen) eine eigenthümliche Discussion. Die Darstellung 
der Complexe auf einer allenthalben geschlossenen sphäroi- 
dischen Fläche, einer Gonstructions- oder Himmelskugel, hat 



rücksichÜich der Einfachheit und Eleganz der Sätze VorzUge 
vor der Darstellung auf einer ungeschlossenen Fläche oder 
Ebene; welche für diese Fragen jederzeit als ein blofses 
Fragment einer vollständigen Kugelfläche (wenn auch von 
überaus grofsen Dimensionen) angesehen werden darf, und 
zu welcher man von der geschlossenen und vollständigen 
Fläche iq der Regel leicht durch eine Art Developpirung 
übergehen kann. Denkt man sich also auf einer Kugelfläche 
z. B. eine einfache Ringlinie , so scheidet diese die gesammte 
Fläche in zwei Theile A und B, von welchen jeder ganz 
auf einerlei Seite der Trennungslinie liegt. Man darf hierbei 
ebensowohl A die innere, eingeschlossene und B die äufsere, 
ausgeschlossene Fläche nennen , als umgekehrt. Diese Alter- 
native wiederholt sich bei zusammengesetzten geschlossenen 
Gomplicationen so oft, aus so viel geschlossenen einfachen 
Zügen der Complex als zusammengesetzt angesehen wird. 
Bei einmal getroffener Entscheidung aber über Aus- und 
Einschlufs, welche Modalitäten sich am einfachsten durch 
die Ordnungszahlen und 1 bezeichnen lassen, stellt sich 
die Geltung jedes abgegrenzten Flächenstucks in einer Ord- 
nungszahl von selbst fest. Eine geschlossene Linie mit einer 
Durchkreuzung (in Gestalt der Ziffer 8] scheidet die Ge- 
sammtfläche in drei Theile. Setzt man in den die beiden 
Schlingen umgebenden Raum^), 1 in die eine Schlinge, so [ 
stellt sich 1 als Rang für den Binnenraum der andern j 
Schlinge heraus. Vertauscht man und 1, so tritt 2 an 
die Stelle von 1, ü. s. w. Für die vier Rangziffern a, bf 
Cj d in den Winkelräumen jeder Durchkreuzung, von denen 
a und bj b und c, c und d, d und a Nebenwinkeln, also 
a und Cf b und d Scheitelwinkeln zugehören, ergibt sich 
die Regel : 



') Dieser Baumtheil der Kugelfläcbe ist zweieddg, also nach der 
bereils oben gebrauchten Terminologie eine „Oese'*« 
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entweder 

a — c = +2, b — d= 0, a + c-^i — rf = 
oder ' 

ö — c= 0, b — d = +2j a + c — 6 — d = 0, 

wonach sich sämmlliche Parzellen einer gegebenen Comple- 
xion leicht beziffern lassen. 



Fig. 20. 




Die in Fig. 20 dargestellte Linearcomplexion mag diefs 
beispielsweise erläutern; Von den zwanzig Parzellen , in 
welche mit achtzehnmaliger Durchkreuzung dieser geschlos- 
sene Zug die gesammte Kugelfläche theilt , trägt diejenige, 
die in der Darstellung auf einer Ebene als der die Figur 
umgebende Flächenraum, d* i. als Amplexum erscheint, die 
Ordnungszahl 0, würde aber — und dasselbe gilt von j^der 
andern Parzelle — durch gemeinsame Erhöhung oder Er- 
niedrigung aller zwanzig vorhandenen Zahlen um eine belie- 
bige ganze Zahl auf jeden andern positiven oder negativen 
Rang gebracht werden können , was begreiflich für die An- 
zahl der Rangclassen (im vorliegenden Beispiel 6, nämlich 
von 2 bis 3 inclusive) ohne Einflufs ist. In manchen Fällen i) 



') Vgl. die von Gaufs gemachten Bemerkungen über die mögli- 
chen Verlheilungsarlen eventueller geocentrischer Oerter auf dem Zodia- 
kus eines gegebenen Planeten , A. N. Nr. 625. Hinsichtlich des hier- 
bei erwähnten Falles kettenringartigen Ineinahdergreifens zweier Pla- 
netenbahnen verdienen nach Herrn B. A. Gould's neuerdings hierüber 
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müssen den auf den Scheidiings- oder Grenzlinien selbst lie- 
genden Punkten gleidiermafsen^ wie den Knnenpunkten der 
Flächen tbeilc; Rangiafalen zugeiheilt werden« Wäblt man zu 
diesem Behufe die geraden ganzen; ZaUen, NuU mitgerech« 
net , i:ur Bezifferung der Parzellen ^ so fallen die zwischen 
liegenden ungeraden Zahlen auf die Grenzlinien. 

Bei der Projeetion der Liaearcompleiiionen im Raum auf 
eine Kugelfläche treten aufser den I>urchkFeuzu]]ngen und 
beliebig vselfaehen Yereinigung&punkten auch nocib die Ueber- 
kreuzungen auf, för dereor nach bereits oixen begründeten 
Regehl ^^orzunebmeode Unterscheiduisg und Signirimg wir 
das Auge stets an einem beliebigen Ort im Innern' der Gon- 
structioDSkugel annehme». FUr diese Untersuchungen bietet 
sieh ein reiches und häufig sehr verwickeUes Material dar, 
zu welchem u.a. die vielen Arten von Knoten, Strick- und 
Flechtwerke , Gewebe jeder Gattung u. s. w. zahlreiche Bei- 



angestenten Untersuchungen diejenigen Paare der neun bis jetzt be- 
kanntenr Ästeroldenbarime» hier angerührt zu werden , welche Kettenringe 
büden. Es> sind dfefö die folgend«» 25 CombmatioiMa (wo der neueste, 
von Grakam entdidckle Planet deur Nimen Thotis trägt): 

Thetis BUt Hebe, Vesta, Asträa, Iris, Juno, Flora, PaUas, 

Hebe „ Vesta, Aströa» Iris^ Juno, Pallas, Ceres, 

Vesta „ Astraa , Iris , Juno , Flora, 

Asträa „ Iris, Juno, Flora. 

trfs „ Ftora , Pallas, 

JuB«* „ Palla«, Ceres, 

Flora ,^ Pallas, 
so dafs. Thetis und Hebe jpede siebenmal, Vesta^ Asträa , Iris und Juno 
jede sechsmal , Flora und Pallas je fünfmal und Ceres zweimal combi- 
nirt erscheint. Die übrigen 11 Combinationen , in welchen die Ceres 
sechsmal, Pallas und Flora jede dreimal, Juno, Iris, Asträa und Vesta 
jö zweimal. Hebe und Thetis jede einmal vorkommt, bieten ebenso, 
wie je zwei Bahnen der übrigen Hauptplanetcn , blofse Einschlüsse ei- 
ner Bahn k\ der andern dar. Die Ceresbahn umschlfcifel^ sechs Bah- 
nen: Mla9, Ftofa, Iris, Asfrtta, Vesta und Thetis, die PaUasbabn 
zwei : Asträa und Vesta , die Junobahn zwei : Flora imd Iris , die 
Hebebahn eine, nämlich die der Flora. 



66 

träge aus dem Gebiete der TechDik und Praktik abgeben. 
Nicht minder sind manche Gegenstände, bei welchen wohl 
selten an die Beziehwig zu wissenschaftlichen Fragen gedacht 
werden mag, wie manche Spielwerke, unter denen das 
bekannte Spiel mit den künstlich verflochtenen Ringen ^) 
hervorgehoben zu werden verdient, interessante topologische 
Paradigmen. Von einer Anzahl verschiedener, in der Artil- 
lerie-, Pionier-, Schiffer- und Weberpraxis oder anderweitig 
gebräuchlicher Knoten, nebst ihren üblichen Trivialnamen, 
werden die nächsten topologischen Beiträge eine Zusammen- 
stellung enthalten , bei welcher Gelegenheit für solche aus 
der Praxis entlehnte concreto Fälle auf die nicht topologischen 
Beziehungen physikalischer, mechanischer oder industrieller 
und selbst ästhetischer Art insoweit wird Rücksicht genom- 
men werden dürfen, als zur Absonderung der rein topolo- 
gischen Gesichtspunkte dienlich ist. 

Die obigen Betrachtungen über die Position sind in 
weiterer Ausführung theils auf solche Fälle auszudehnen, 
wo den Elementen eine andere Anzahl positorischer Axen 
als drei zukommt, thetls mit denjenigen Untersuchungen zu 
verbinden, welche zugleich auf die Situation, d. h. auf | 
die Lage der die Elemente verbindenden geraden Linie | 
Rücksicht nehmen. Bestimmungen dieser Art bilden ein to- 
pologisches Element bei vielen Vorkommnissen sowohl in 
der industriellen Mechanik 2) und der Künste , als auch in 
der Naturwissenschaft und namentlich derjenigen Theile der 
Physik , welche sich- auf die dynamische Electricität und den 
Magnetismus beziehen. 



Die von Lichtenberg darüber angestellten Belracbtungen (verm. 
Schriften B. 6, S. 252) sind nicht topologischen Inhalts. 

'^) Es darf bei dieser Gelegenheit auf einen Versuch aufmerksam 
gemacht werden , Maschinenbewegungen durch Symbole darzustellen : 
On a meihod of exprtssing by signs the aclion of machinery by 
Charles Babbage. Philos Trans, for the year 1826, part 3, pag.250. 
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Die Symmetrie des Raumes und der Bewegung bildet 
endlich einen ergiebigen Stoff für künftige topologiscbe Un- 
tersuchungen , die sich theilweise schon an das bereits über 
die Position Vorgetragene anknüpfen lassen. Wenn auch 
die Begriffe der Gröfse , des Mafses. , der geometrischen 
Aehnlichkeit oder Congruenz hiebei nicht aufser Acht blei- 
ben dürfen , so treten sie doch bei der Vorstellung des 
räumlichen Eben- oder Gleichmafses jederzeit hinter den 
. Begriff der modalen Rauraverhältnisse zurück , wodurch die 
Symmetrie nicht sowohl dem Gebiete der Geometrie, als 
vielmehr dem der Topdogie anheim fällt. Theils in der 
Morphologie der organisirten Wesen, theils und ganz beson- 
ders in der Krystallographie >) spielen die Symmetriegesetze 
eine wesentliche Rolle. 



') In der letztgCDannten Beziehung verdient die classische Schrift 
über Krystallographie von W. H. Miller, a treatise on Crysiallo^ 
graphy ^ Cambridge 1839, besondere Beachtung, insofern sich hier 
die Bedeutung der Symmetrie für die Characteristik der Erystallsyste- 
me am klarsten gewürdigt und in die Form der Darstellung aufge- 
nommen findet Der Verfasser sagt (pag. 20): „the different Systems 
of crystallization are further distinguished by the various kinds of 
symmetry observable in the distribution of the faces of the crystals 
belonging to them. For, if a face occur having the sytnbol (AA/), it 
will generally be accompanied by the faces having for their Symbols 
certain arrangements of ± A , ± A , + / , determined by laws peculiar 
to each System , and whicb will be fully explained when we come to 
describe each System separately." In wie naher Beziehung die Hemi- 
edrie und Holoedrie der Krystallgestalten zur Symmetrie stehen, bedarf 
kaum der Erwähnung. 



Driückfebler. 

S. 7 Zefle 9 v. u. statt 3 lies 3^ 

„ 9 „ 3 V. 0. statt 1 1 3 lies 12 3 

„ 13 „ 14 V. 0. statt 1 2 Sf lies 12 3 

„27 „ 1 v.u. statt 13 2 Kes 12 3 

„ 32 „ 7 V. o. statt 2 1 lies 2 1 

ibid. statt entgegensetzte He» ent^geogesMzte. 
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